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L TheU. 

Mechanische Quadratur. 



§ 1. Unter den verschiedenen Methoden zur genäherten Be- 
stimmung der Integrale, oder wie es in der Sprache der älteren 
Analysten hiess, zur genäherten Quadratur krummliniger Figuren^) 
nennt Gauss die Newton-Gotesische, welche sich auf die Inter- 
polationsmethode gründet, eine der brauchbarsten.^^) 

Um das Integral einer continuirlichen Function tpCx) zwischen 
gegebenen Grenzen g und h angenähert zu berechnen, wenn der 
Werth Yon tp(x) fbr Abscissen ^ = aj, a„ etc., an, die in dem 
Interralle von g bis h liegen, bekannt ist, sucht Newton eine 
ganze Function n—1^'"' Grades q>(x) auf, welche fUr die be- 
treffenden Abscissen mit tp(x) übereinstimmt^**) Das leicht aus- 
zuführende genaue Integral yon 9(^), zwischen denselben Grenzen 
g und h, rertritt dann näherungsweise die Stelle der Quadratur der 



*) Newton, Methodns differentialis, in der Ausgabe von Horsley, London 
1779, T. I. anf S. 521—528, prop. VI: Figuram qnamcunqae carvilineam quadrare 
quamproxime, cujus Ordinatae aliquot inveniri possunt. Jacobi giebt im 1. Bde. 
V. Crelie's Joum. S. 302 an, dara dieser Methodns etc. zuerst in der Amsterdamer 
Ausgabe der Principia phil. nat erschienen sei, welche auf Kosten von Bentley 
reranstaltet wurde. 

^ Göttingische gelehrte Anzeigen. 1814 September 26, Werke III, S. 202 
bis 206, auf 8. 202. Ich habe mir erlaubt, an einigen Stellen die Wortfassung von 
Gauss beizubehalten, z. B. an der, welche Cot es betriflft, dessen Verdienste Gauss 
scharf zeichnet. 

***) Prop. IV. Si recta aliqua in partes quotcnnque inaequales . . . dividatur, 
et ad puncta divisionum erigantur parallelae . . . , invenire Curvam Geometricam 
generis Parabolici, quae per omnium erectarum terminos transibit. 

Heine, Anwendangen der KagelAanctionen. 2. Anfl. 1 
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Yorgegebenen Function, und zwar bis zu jedem beliebigen Grade 
von Genauigkeit, wenn man eine hinreichend grosse Zahl n der 
Ordinaten tfß(x) in Anwendung bringt. 

Newton empfiehlt (Scholium) die Gonstruction von Tafeln, 
wobei man die a in arithmetischer Reihe auf einander folgen lassen 
solle , und giebt selbst das Resultat der Rechnung fUr n := 4 an : 
Wenn A die Summe aus der ersten und letzten Ordinate (fbr a^ == ^ 
und a^ = A), B aus der zweiten und dritten bezeichnet, so sei an- 
genähert das Integral, der gesuchte Flächeninhalt, gleich 

Cotes, welcher für sich, und ehe noch Newton's Schrift 
Methodus differentialis erschienen war, schon im Jahre 1707, ähn- 
liche Untersuchungen angestellt hatte, wurde durch die zierliche 
Form, in welcher Newton das Endresultat in obigem Beispiele 
dargestellt hatte (pulcherrima et utilissima regula nennt es Cotes) 
bewogen, diese Vorschriften weiter und bis auf den Fall von 11 Ordi- 
naten auszudehnen. Das Resultat, mit Einschluss der von Newton 
gewünschten Tafeln, giebt er bis n = 11 (S. u. § 4) am Schluss der 
Abhandlung de methodo differentiali , welche einen Theil der Har- 
monia mensurarum ausmacht, ohne sich über das Verfahren, wo- 
durch er sie berechnet hat, weiter zu erklären. 

Das Folgende enthält zunächst eine Darstellung der Newton- 
Gotesischen Methode in der Sprache der heutigen Analysis. Hierauf 
wird gezeigt, wie Gauss ^) eine grössere Annäherung erreicht, in- 
dem er die n Abscissen a in q>(x) nicht mehr in einer arithmetischen 
Heihe auf einander folgen lässt, sondern fllr sie die Wurzeln einer 
gewissen Gleichung n^" Grades setzt. Einen Platz in diesem Hand- 
buche erhält die Darstellung der Näherungsmethode von Gauss, 
weil jene Gleichung zur Bestimmung der a in P^(x) = übergeht 
sobald ^ = — 1, ft = 1 gesetzt wird. Dies soll bei den folgenden 
Untersuchungen immer geschehen; der allgemeinere Fall lässt sich 
auf diesen specielleren durch die Substitution 

« = — ö h«*— ö— 



*) Methodus no va i utegraUum v alores per approximationem inveni endi. Comment. 
soc. reg. scient. Gottingensis rec. Vol. III, 1816 (Soc. reg. scient. exhibita 1814 Sept. 16. 
Werke III, S. 163—196. 
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znrttokfUireii, indem man offenbar hat 

Z. B. besteht zwischen einem Integrale in den Grenaen nnd 1, 
und einem solchen in den Grenzen —1 nnd 1 die Beziehung 

-1 

Bleibt ^(or) nnrer&ndert, wenn man xvdl'-x verwandelt, so hat man 

-1 —1 

§ 2. Von den yerschiedenen Functionen der Veränderlichen x, 
welche für n gegebene Werthe von x, die durch a,, a„ etc., a« 
bezeichnet werden, willkürlich gegebene Werthe Cj, c,, etc., c» an- 
nehmen, ist eine ganz und vom Grade n— 1; man kann hinzufügen, 
dass es auch nur eine solche giebi Setzt man 

(1) . . . K(x) = (a? — a,)(a: — a,)...(a;-a») 

so ist diese Function 

Da nämlich iV(aff) Null, also Ji(x) gleich JV(a?)— iV(ay) wird und 
daher durch x^a^ getheilt werden kann, so hat der Factor von 
Cr in dem vorstehenden Aggregat den Grad n— 1. Für x = ay 
verwandelt er sich in 1, während zugleich die Factoren der übrigen 
Constanten c verschwinden. Gäbe es femer noch eine zweite Func- 
tion mit denselben Eigenschaften, so wäre die Differenz dieser und 
der ersten eine ganze Function, höchstens vom Grade n— 1, die 
fOr « 8= a,, a„ etc., On verschwindet, also durch die Function N(x) 
von höherem, dem n^ Grade theilbar sein mOsste. 

Setzt man statt c^, c„ etc. die Werthe, welche %p(x) für n ver- 
schiedene Abscissen d? = a^, a„ etc. annimmt, die in dem Intervalle 
von —1 bis 1 oder auch zum Theil auf den Grenzen liegen mögen, 
00 ist 

(2)... y(^)-iV(a:)i ^^_tf;;V) 

die guize Fanction, höoheteiiB Tom Grade n— 1, welche ftar jene 

1* 
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fi Abscissen mit i/;(a;) ttbereinstimmt, und auch im ganzen Verlaufe, 
von ^ = — 1 bis x = lj der Function yj beliebig nahe bleibt, wenn 
man n gross genug nimmt, und die AbBcissen nach einem solchen 

Gesetze wählt, dass die Differenz zwischen je zwei auf einander 

1 

folgenden öy — ay+i, entweder — ist, wie bei der unten folgenden 

Methode von Cotesius, oder doch, mit n multiplicirt, für n = oo 
gleich 1 wird. 

Das Integral der ganzen Function q>(x) Iftsst sich ausführen, 
und stellt einen angenäherten Werth des gesuchten Integrales von 
tp(x) vor. Bildet man also aus den n Abscissen a^, a„ etc. er«, 
die zwischen —1 und +1, oder zum Theil auf +1 liegen, nach (1), 
die ganze Function 

JV(a?) = (a: — a,Xa? — aj...(aj — a^) 
und setzt 

so wird ein Näherungswerth von / \p(x)dx gleich 

—1 

(4) . . . f q>{x)dx = iljV'(«i) + ^aV(«i) + -+^V'(«-)- 
—1 

Setzt man %p(x) = 1, so wird q>{x) = 1, woraus sich ergiebt, dass 
die Summe der n Zahlen A gleich 2 ist. 

Ein Beweis dafür, dass (p ein Näherungswerth von \p sei, ist mir nicht 
hekannt, weshalb ich unten (§11) einen solchen hinzufugen werde. Man scheint 
es in der That bisher für selbstverständlich gehalten zu haben, dass eine ganze 
Function n — l^'' Grades ip, welche n Punkte mit einer vorliegenden continuir- 
liehen \p gemein hat, ihr im ganzen Verlaufe, auch in den Punkten, welche 
zwischen den n Punkten liegen, sehr nahe bleibt, wenn n sehr gross ist. Setzt 
man die Summe der ersten n Glieder aus der Reihe für ^(op) gleich f (^)> so 
ist diese Function n — l^" Grades in der That als Näherungswerth von \f)(x) 
zu bezeichnen, da sie sich mit wachsendem n dem rp beliebig nähert. Daher 
ist der Ausdruck 

welcher genau fQc) wird, ein Näherungswerth von xpQD). Ersetzt man in (a) 
die f(ay) durch tp(ay), so dass aus (a) die rechte Seite von (2) entsteht, so 
hat man den Zähler jedes y*^° Gliedes zwar nur um die kleine Grösse ip((Xy) — f(ciy) 
verändert; nichts desto weniger könnte aber der so entstehende Ausdruck, das 
q>(x) in (2), für grosse Werthe von n eine erhebliche Aenderung gegen den 
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früheren Werth f(x) aufweisen, und sich daher weit von der Summe der ersten 
n Glieder in der Reihe für xf) entfernen. 

Für die numerische Rechnung freilich lasst sich das Redenken, ob wirklich 
die rechte Seite von (4) als Näherungswerth des Integrals von \p anzusehen sei, 
leicht beseitigen. Aus den unten folgenden Tafeln ersieht man nämlich, dass 
die A, deren algebraische Summe für jedes n genau 2 ist, Zahlwerthe besitzen, 
deren Summe, wenigstens für alle Werthe von n die man factisch bei der Inter- 
polation benutzt (bei der Methode von Gotes nimmt man n^ll, bei der von 
Gauss n^7), entweder genau 2 ist oder, wo sie grösser wird, doch noch 
nicht 10 erreicht. Unterscheidet sich \p von f(x)i jener Summe der ersten 
n Glieder der Reihe für tff(x)t höchstens um eine kleine Grösse e, so wird 
daher die rechte Seite von (4) sich von 

(6) . . . Ä,f(a,)+AJ(a,) + —\- ^f(ol) 

um weniger ab iOs imterscheiden, und ist andrerseits genau gleich dem Integral 
von fQv) zwischen den Grenzen +1. Dieses unterscheidet sich von dem ge- 
suchten Integrale der Function ip höchstens um 2s ^ so dass die rechte Seite 
von (4), wenn die Reihe für tfj schnell convergirt, in der That als Näherungs- 
werth des Integrals von xfj angesehen werden darf. 

Der Ausdruck (6) ist ebenso gut ein Näherungswerth unseres Integrals; 
man darf aber nicht übersehen, dass xfj, und nicht f, als gegeben angenommen 
wird. Liegt eine solche Reihe für tp vollständig vor, so wird es sich oft 
empfehlen, dieselbe Glied für GHed zu integriren, und so das Integral von t^ 
durch Annäherung zu ermitteln. 

§ 3. Wir fassen die Vereinfachungen in's Auge die entstehen, 
sobald man die a so wählt, dass neben jedem positiven ay, ein 
gleiches aber mit dem negativen Zeichen versehenes vorkommt, 
dass man also hat an-^i-v = —ay, wenn man die a der Grösse 
nach ordnet, was so geschehen soll, dass cr^ > a, > etc. > er«. 
Diese Vereinfachungen treten bei der Anwendung der beiden Me- 
thoden ein, die wir hier behandeln, sowohl der Newton-Gotesi- 
sehen als auch der von Gauss, und sind bei den numerischen 
Rechnungen besonders zu berücksichtigen. Zunächst ist klar, dass 
für ein ungerades n in diesem Falle auch die Abscisse a = vor- 
kommt. Femer reicht es hin, die Ay für alle Indices zu berechnen, 
welche in nicht übersteigen, indem diejenigen A einander gleich 
sind, welche zu gleichen aber entgegengesetzten er gehören. Da 
nämlich N(x) eine gerade oder eine ungerade Function ist, so hat 
man 

und hieraus 
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Fuhrt man unter dem Integrale — x als Veränderliche statt x ein, 
so geht die rechte Seite in den Ansdmck für Ay über, und man hat 
in der That An^i-^ = A^. 

§4. Cotes Iftsst die Ahscissen a in arithmetischer Reihe auf 
einander folgen; man setzt dazu 

«—1 n— 3 n— 5 
a, = ^ , a, ^ q- • a, = r-, etc. 

und findet die Werthe der A, nach der Rechnung Ton Cotes, aus 
der folgenden Tafel: 

Für 11 = 2, [a, = 1, a, = -1] 
J^ = 1 = ^,. 

Für n = 3, [a, =1, a, = 0, o, = -1] 
4, =i = ^, .!,=*. 

Fürn = 4, [a, = 1, a, = i, or, = -i, a, = -1] 
A^ = ^ = A^y J, = J = i4,. 

Für » = 5, 

Für » = 6, 
Für » = 7, 
Für if = 8, 
Für n = 9, 

Für n = 10, 

-^1 = A Wo j ^2 == llUi) ^3 = ifio) ^4 ~ ii88) 



^=i(W 



_9 
00" 



Für » = 11, 

§ 5. Der Ausdruck (4) giebt einen genauen Werth fbr das 
Integral von ip, wenn tp nur auf den n— 1**" Grad steigt Wir 
werden nun den Fehler aufsuchen, welchen die zunächst folgenden 
Glieder der Reihe 

(5)... i/'(^) = ^o+*i^ + *»^* + - 
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verarsachen. Zar Abkürzung wollen wir den Fehler, den man da- 
durch begeht, dass man die rechte Seite von (4) statt des Inte- 
grales von tfß setzt, mit Dtp(x) bezeichnen, wobei man n und die 
einmal gewählten a festhält, sie mögen, wie im § 4, in einer arith- 
metischen Reihe oder in anderer Art auf einander folgen. Man hat 
also 

/l n 

xp(x)dx --2!Ay fp(ay), 

—1 ^~^ 

lieber diesen Fehler also wird hier gehandelt. 

Stellt man hinter den Buchstaben D eine andere Function, 
z. B. V^i + tp^y so ist dies so zu verstehen, dass auch hier noch das 
früher gewählte n und die einmal gewählten n Abscissen a,, 0,, etc. 
festgehalten werden. Man hat also die Gleichungen 

wenn c eine Constante yorstellt. 

Setzt man statt xff(x) eine ganze Function, deren Grad n— 1 
nicht übersteigt, so wird q>(x)^ aus (2) gebildet, genau gleich ^^(x) 
während (p(x) nicht ip(x) selbst, sondern nur den bei der Division 
von \fß(x) durch N(x) entstehenden Rest darstellt, sobald xfß von 
höherem Grade ist. Im ersten Falle ist daher B\p(x) = 0. Hieraus 
folgt die Gleichung Dx^ = so lange y < n, wenn man durch v 
eine nicht negative ganze Zahl bezeichnet. 

Zertheilt man ^^C^) in die Summe einer ganzen Function »—1^" 
Grades und von 

so wird daher 

(7) . . . D\p(x) = Xn/[>aj"+ A«+iDaj»+*H yipDaiP, 

also unabhängig von X^^ A,, etc., A^-i. 

Der Fehler, den man bei der angenäherten Berechnung des 
Integrals von x"" begeht, ist nach (6) 

(8) ... Dx"" ^J x''dx — A^a'['-A^(x\ An^n. 

—1 

Da dieser Ausdruck fttr die n Werthe y = 0, 1, 2, etc., w— 1 Null 
ist, so liefert er zunächst n lineare Gleichungen, die zur Bestim- 
mung der A dienen können. Diese sind übrigens schon aus (3) 
bekannt ; die directe Auflösung der vorstehenden Gleichungen giebt 
keine neue Form ftar die A sondern nur die bekannte (3). 
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Sind die Coef&cienten X», 1^+1, etc. bekannt, so läset sieh bei 
der Interpolation aas n Werthen yon tff(x) eine grössere Ann&he- 
rang dadurch erreichen, dass man die Fehler Daf" für die entspre- 
chenden Werthe v = n, n+l^ etc. aus (8) berechnet, and hieraof 
die Gorrection (7) 

A,Dir" + i,+,I>j^+i + ... 

zu dem angenäherten Werthe 

hinznfhgt. 

§ 6. Für die weitere Aasf&hrung betrachten wir den Fall 
dass, wie bei der Newton-Cotesischen Methode, neben jedem 
positiven a eine gleiche und entgegengesetzte Abscisse — a zur 
Interpolation verwandt wird (S. 5). Dann sind sämmtliche Fehler 
Dx^, es möge n ungerade oder gerade sein. Null, sobald v ungerade 
ist. Fttr ein gerades v und für y = hat man femer, nach (8), 

so lange v<n, im ganzen n—l oder n — 2 Oleichungen je nach- 
dem n ungerade oder gerade ist. Da im ersten Falle noch Dn^, 
im zweiten Do^"^ verschwindet, so hat man statt (7) die ein- 
facheren Ausdrücke der Gorrection, ftlr ein ungerades n 

(7, ä) ... Dtp(x) = A,4.iD«»+i + i»H.8l>«*+H ••• 
und fbr ein gerades n 

(7, b) ... D\p(x) = A,Da^ + X^^2Daj«+» + • • • . 

Man erkennt hieraus, dass es vortheilhaft ist, bei der Berechnung 
des Integrales bis zu einem ungeraden n vorzugehen. 

Bei der Berechnung der Gorrectur wird sich die vorstehende 
Formel für Dx^ zu 

(8,a) ... ^Da?^=^l^^A,a^^^A,a^: A^c?;! 

abkürzen, wo /u für ein ungerades n die Zahl ^(n~l), für ein 

gerades n aber \n vorstellt; man wendet sie an für Werthe von v 

die ^ifi sind. 

Bei der Berechnung, in dem Falle von Gotes, wenn man 

also setzt 

n— 1 n — 3 n — A . 
«j = q-, er« = :7-. a, = z-, etc., 
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ergeben sich, in Folge der Rechnung von Gauss, folgende Werthe 
welche, in die Ausdrücke (7, o — b) eingesetzt, die ersten Glieder 
der Gorrection verschaffen: 

Fttrn = 2 ist Dx^ = — f , Dx* = -|, Dx^ = -^• 

Für 11 = 3 ist Dx"^ = — ^, Dx'' = -^. 
' Für » = 4 ist Dx^ = — ^VV' 

Für n= 5 ist Dx^ = — ^• 

Für »= 6 ist Dx^ = -tMIt- 

Für n = 7 ist Dx^ = — -rifr- 

Fürn = 8 ist Da:« = - lillUr 

Für n = 9 ist Du*' = -^tHt- 

Für « == 10 ist Da;'° = —rsVAWrr" 

Für n = 11 ist Dx'' = - sa¥äWAs - 
Anmerkung. Die von Gauss gegebene Tafel für die Gor> 
rection bezieht sich zunächst auf den Fall von Integralen zwischen 
den Grenzen und 1, nicht wie bei uns zwischen —1 und +1. 
Man erreicht aber durch die obige, der hier vorliegenden Form der 
Aufgabe angepasste Tafel dieselbe Näherung wie durch die Tafel 
von Gauss, in welcher fUr jeden Werth von n eine grössere An- 
zahl von Gonstanten, die k genannt werden, aufgeführt ist, welche 
bei Berechnung der Gorrection in Betracht kommen. Die Beziehung 
zwischen den k von Gauss und unseren Gonstanten wird durch die 
Gleichung gegeben 

fc^''^ = -2^ [dx- + Y Dx^^' + -^^^^ Dx^'^^+ etc.]; 

man beachte, dass die Glieder auf der rechten Seite theilweise 
sind, indem Dx^ = 0, Wenn v ungerade ist. Daher wird für ein 
gerades n 

2«+*Ä(-> = Da:*, Ä("-+-i) = 0, 2«+'fc<«^-»> = Dx«+2 + i(«+l)(n + 2)Dx», 

und für' ein ungerades n 

fc(-) = 0, 2«+«fc(«+i) = Da?»+i, 2«+3fe("+») = (n + 2)D«»+». 

Im in. Bde von Gauss Werken, Göttingen 1866, sind in den Zeilen, 
die sich dort auf n = 5 und n = 8 beziehen , die Nenner von k^^^ 
und &<^<'> resp. in 62600 und 17301504 zu verbessern. 

§ 7. Der Grad der Annäherung, welchen man erreicht, wird 
durch die Wahl von n, d. i. durch die Anzahl der Werthe, aus 
denen man interpolirt, bedingt, ferner durch die Beschaffenheit von 
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^(o;), and endlich durch die Aaswahl der Abscissen a. Je 
nachdem die Curve «—!*•" Grades q>(x) daroh diese oder jene 
Punkte von %p(x) gelegt wird, kann der Fehler ein rerschiedener 
sein. Zwar hängt die zweckmässigste Wahl der Abscissen von der 
Beschaffenheit der Function tp ab; will man aber Tafeln filr die A 
berechnen, wie sie Newton im Auge hatte, die flir jedes gegebene 
continuirliche tp brauchbar sein sollen, so ißt festzuhalten, dass nur 
solche a zu Grunde gelegt werden dürfen, welche unabhängig von 
der Art von tp, also von den Coefficienten X in (7) sind. Gauss 
zeigt, dass bei geeigneter Wahl der n Abscissen a der 
Fehler Dx^ nicht nur dann (wie bei Anwendung der Methode von 
Cotesius) Null ist, wenn v<n, sondern sogar immer wenn v<.2n. 
Der Fehler bei dieser Art der Interpolation aus n Werthen wird 
also unabhängig von den ersten 2n Coefficienten l, und ist Null, 
wenn \p(x) nur auf den Grad 2ii— 1 steigt Da man auch bei 
dieser Auswahl der Abscissen hat a^ = — cr«+i^r> bo findet man, 
nach § 3 S. 5, aus (7, a—b) für den Fehler folgenden Ausdruck, der 
als Correction benutzt werden kann, wenn man die Constanten 
^9n9 ^+9f otc. kennt: 
(7, c) ... D^(x) = 1^ Dx^ + l^+^Dx^-^^ + l^^Dx^+* + etc., 

der, wie es nothwendig sein muss. Null ist, wenn tp nicht auf den 
Grad 2n steigt. 

In der Sprache der Geometrie lässt sich dies Resultat folgender- 
massen ausdrücken: Bestimmt man auf geeignete Weise n Abscissen 
zwischen — -1 und 1, und wählt auf den zu ihnen gehörenden Or- 
dinaten n beliebige Punkte, so bleibt für alle verschiedenen Curven 
fp(x) von einem Grade, der 2n— 1 nicht übersteigt, welche durch 
diese n Punkte gelegt werden, der Flächenraum unverändert, der 
durch die jedesmalige Curve, das Stück der Abscissenaxe von —1 
bis 1, und die beiden Ordinaten in den Punkten +1 begrenzt wird. 

§ 8. Um solche a au&ufinden, welche auch den Gleichungen 
genügen 

Dx» = I>aj»+» = Da;"-»-» = etc. = Dx^-^ = 0, 

bilden wir *) eine erzeugende Function der Fehler Dx^y indem wir 

*) M. vergl. hierüber auch Scheibner, Berichte der Kön. sächsischen Ge- 
sellschaft der Wissenschaften, math. phys. Classe, Sitsnng vom 31. Mai 1856, 8. 65 -76. 
Zu den 2n Gleichungen Dx^ =i0 für y=:0 bis v=:2n— 1 gelangt Herr Schellbaeh, 
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nämlich (8) mit jr~*'~^ multipliciren, wenn x eine hinlftnglich grosse, 
sonst willkürliche Zahl bezeichnet, und die so entstehende Glei- 
chung über alle v, von bis oo, summiren. Da, wie oben bemerkt 
wurde, neben o auch jedesmal — a zur Abscisse genommen wird, 
woraus Da:^ = ftlr jeden ungeraden Exponenten v folgt, so erhält 
man als erzeugende Function der Fehler 

einen Ausdruck, der sich noch weiter umformen lässt. Setzt man 



/ 



— 1 



80 ist offenbar tj^a) eine ganze Function n—-!^ Grades ron 0^ die 
sich, nach (3), in Am^NXchn) rerwandelt sobald man f)lr a einen 
Werth am setzt, welcher iV(s) zu Null macht. Setzt man noch 

2a 1,1 

+ 



»'—er' z — a ä+ä' 
so wird daher die erzeugende Function der Fehler gleich 



» —1 m=l NXcCmX^ — «m) m=l JV'(am)(» + «m) 

Da fj(a) und JV'(a) durch Vertauschung von a mit — a entweder 
unverändert bleiben oder gleichzeitig ihr Zeichen, nicht aber den 
Zahlwerth ändern, so sind die beiden vorstehenden Summen ^ 
einander gleich ; ihre Summe ist, nach der bekannten Interpolations- 
formel (2), gleich 

N(z) ^ N(z)J a?-a . ' 



in der Abhandlang über mechanische Quadratur im Programm des Friedrich-Wilhelms 
Gymn. zu Berlin, (1877. Progr. No. 46) ohne direkte Anwendung der Lag ränge'- 

«,hen iBterpoUtioBsfonnel. indem er »nimmt, man könne//(«),ir, für rile .. 

—1 

angenähert gleich 

-4i/(«i z) + i4a/(«2 2) H h -4»/(«» «) 

aetsen, wo Ä nnd a von z unabhängige Constante vorstellen. Entwickelt man /(xz) im 
Integrale, und in dem Naherungswerthe /(a^) nach dem MacLaur in' sehen Satze, 

00 ist in der Differenz zwischen dem Integrale und dem Näherungswerthe mit 



Ilv 

genau der Ausdruck Dxr aus (8) multiplicirt. Will man, dass z^ aus der Reihe ver- 
sehwinde, so hat man also die Constanten Ä nnd a so zu wählen, dass Dx^ gleich 
Null wird. 



fq^ f. Dx- _ 1 /•' N(x) 
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und dies, offenbar, gleich 

Wählt man die n Abscissen a so, dass a^ = — an-t-i-y, im übrigen 
beliebig, und setzt 

Niz) = (a - a J(ä - a,). . . (ä - a^, 

so ist also eine erzeugende Function der'Fehler l>x^ 

Dx^ _ 1 P JV(aj)da; 

X 

-1 

Es kommt darauf an, JV so zu bestimmen, dass die ganze 
rechte Seite von (9), oder, was auf dasselbe hinaus kommt, das 
Integral auf derselben, nach absteigenden Potenzen von % ent- 
wickelt, mit einer möglichst hohen Potenz von z"^ beginnt. Die 
Entwickelung des Integrals giebt 

—1 
Man weiss aus S. 276—278 des I. Bandes dieses Handbuchs^), dass 
die ersten Glieder dieser Summe, von y = bis y = fi— 1, ver- 
schwinden, wenn man N(x) = P^(x) macht, so dass dann die Ent- 
wickelung der erzeugenden Function der Fehler mit der -^ 2n*'° Po- 
tenz von z beginnt, und alle Fehler Dx^ von y = bis y = 2n— 1, 
diese Grenzen eingeschlossen, verschwinden. Wählt man also die 
Wurzeln der Gleichung P''(x) = 0, die sämmtlich verschieden, reell 
und < 1, femer paarweise, eventuell mit Ausschluss der Wurzel 0, 
gleich und entgegengesetzt sind (I. 48 u. 21), zu Abscissen a, 
so wird in der That (7, c) auf S. 10 den Ausdruck des Fehlers 
geben, so dass die Methode von Gauss bei einer Interpolation aus 
n Abscissen dieselbe Näherung verschafft, wie eine Interpolation aus 
2n Abscissen bei Gotes: beide geben das Integral von tp(x) genau, 
wenn tp(x) eine Function des Grades 2n-- 1 von x ist. 

Wie früher so kann man auch hier die ersten Glieder des 
Ausdrucks fQr den Rest als Gorrection benutzen. Um die Fehler 



*) In der Folge werde ich in der Regel auf Seiten des I. Bandes verweisen, 
indem ich die Zahl welche die Seite trägt, unmittelbar dem I. folgen lasse; z. B. 
werde ich das obige Citat zn I. 276—278 kürzen, während I, (21) oder I, (21, a) 
aaf die Formel (21) oder (21, a) des I. Bandes hinweist. 
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Dx'', wenn y > 2n— 1, zu diesem Zwecke leicht zu berechnen, be- 
dient man sich der Gleichung (11) auf I. 78 oder der Gleichung (21) 
auf 1. 141. Nach denselben ist 



/ 






und man findet schliesslich die erzeugende Function der Fehler fhr 
die Methode von Gauss in der Form 

Setzt man f&r P und Q die hypergeometrischen Reihen, die ihnen 
nach I. 79 gleich sind, so wird die rechte Seite 

^ r I.2.3... 1- '--"(t+f. '+*«■ * +■■ ^) 

woraus man zunächst wieder erkennt, dass Dx^ = sobald v<,2n 
und immer wenn v ungerade ist. Da der Quotient der beiden 
hypergeometrischen Beihen, bei der Entwickelung in eine Reihe, 
mit 1 beginnt, so werden die ersten Glieder des Fehlers 

2 r 1.2.3...n 1'r / (n+l)(i»+ 2) «(n-1) V 1 

2;i+rLi.3.5...(2ii-i)J v'-+^\ 2ii+3 -^-^fi^^TJ^-^'y 

Benutzt man diese zur Correction, so tritt also kein früherer Coef- 
ficient X als ilsii+4 im Fehler auf. 

§ 9. Die hauptsächlichen Besultate, welche im § 8 erhalten 
wurden, gewinnt man sehr leicht durch ein Verfahren, welches 
Jacobi im I. Bde^) des Crelle'schen Journals anwandte, um die 
Näherungsmethode von Gauss darzustellen. 

Vorausgesetzt wird, es sei gestattet \p(jß) als eine ganze Func- 
tion vom Grade 2n—l zu betrachten. Behält man die frühere Be- 
zeichnung bei, so verschwindet rp^p^ — ^pip)^ wie man auch die 
Abscissen a wählt, ftlr ^ = »1, a„ etc., a«,^ ist also durch N(x) 
theilbar. Man hat demnach 

%l)(x) = qp(j?) + N{x){a^ + a, « H h «n-i aj»-^, 

wenn die a Constante bezeichnen welche, ausser von den a, auch 

^ Ueber Gauss neue Methode, die Werthe der Integrale näherungsweise za 
finden: S. 301—308. 



/ 
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noch von der Beschaffenheit von ^(d?) abh&ngen. Soll nun das 
Integral von \ff(x)dx zwischen den Grenzen -— 1 nnd 1 mit dem 
von q>(ai)dx, d. i. mit der rechten Seite von (4), und zwar ftir alle 
tpj vertanscht werden können, soll also 

Ihp(x) =j N(x)(aQ + ö, a? H (- o«_iiC"~^) dx 

—1 
fUr beliebige a Null werden, so mnss N so beschaffen sein, dass 
man von y = bis v = n—l hat 

x''N(x)dx = 0. 
—1 

Das die Function N(x) = P*(x) diese Eigenschaft besitzt, zeigte 
sich schon 1. 76, die Function N wurde I. 276—278 aus dieser Eigen- 
schaft aufgefunden. Zugleich zeigte sich dort, dass P"(a;), abgesehen 
von Constanten Factoren, die einzige Function sei, welche jenen 
n Gleichungen genügt. Man hat also, um Ihp(x) zu Null zu machen, 
zu Abscissen er die n Wurzeln Yon P*(x) = zu nehmen. 

§ 10. Gauss hat eine Tafel berechnet, welche fbr die Werthe 
n = 1 bis 11 = 7 die ft Abscissen a giebt, aus deren Ordinaten tp(a) 
das Integral yon tlß(x) zwischen den Grenzen —1 und 1 am yor- 
theilhaftesten berechnet wird; femer fOgt er die Ä und die Cor- 
rection hinzu. Es mag daran erinnert werden (I, 278 u. I. 142, 

(21, a)), dass N(x) == P**((r) in Bezug* auf den Eettenbruch ftlr 

, x+1 

der n^ Näherungsnenner ist, und Ar aus dem n^" Näherungszähler 
2Zn(x) Slv x^Or eutstoht. In der That stimmt der Ausdruck yon 
f](i) auf S. 11 mit dem yon 2Z» Uberein, während Ay nach § 8 
aus der Diyision yon tj durch iV' erhalten wird. Man hat also 

Den Zähler Z kann man entweder direkt aus dem Eettenbruch 
für die logarithmische Reihe berechnen, oder sich der Formel 
I, (20, 6) bedienen 

Nach der Rechnung yon Gauss gebe ich folgende Zusammen- 
stellung: 



§ 10, 9. MflchMÜsche Qtukdratnr. X5 

I. Formeln. 
Angenäherter Werth Ton / y>(x)dm bei der Berechnung ans 



— 1 
n Ordinaten: 



Setzt man \p(x)= ^^-\-X^x-\-i^x*^i-eUi., so ist der Fehler 



Da^ = 



r 1.2.3.. .n 1' 

L1.3.5...r2n-l)J * 



2n+l L 1.3.5...(2n-l) 



n. Numerische Werthe. 

n = L 

«.=0, K=l» Dx* = i- 

n = 2. 

a, = -a^= 0,5773502691 896258, 

n = 3. 

a, = -a^ = 0,7745966692 414834, 
«,=0, 

Dx' = T^. 

n = 4. 

a, = -o. = 0,8611363115 940492, 

a, = - o, = 0,3399810435 848646, 
1^, = ^A, = 0,1739274225 687284 log = 9,2403680612, 
^A^ = i^, = 0,3260725774 312716 9,5133142764, 

n = 6. 

o, = -«, = 0,9061798459 386640, 
o, =r - a, = 0,5384693101 056830, 

«.=0, 

iijl, = H = 0,1184634425 280945 log = 9,0735843490, 

i4, = iit, = 0,2393143352 496832 9,3789687142, 

i^ = ÄV = 0,2844444444 444444 9,4539974559, 
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n = 6. 

a,=a,= 0,9324695142 031520, 

er, = a, = 0,6612093864 662644, 

a^ = a,= 0,2386191860 831970, 
^A, = i^ = 0,0856622461 895852 log = 8,9327894580, 
iJ, = iA, = 0,1803807865 240693 9,2561902763, 
iil, = iA^ = 0,2339569672 863455 9,3691359831, 

Dx'' = WWW- 
n = 7. 

a, = o, = 0,9491079123 427596, 

«, = o, = 0,7415311855 993944, 

a, = a,= 0,4058451513 773970, 

iA, = iA, = 0,0647424830 844348 log = 8,8111893529, 
iijl, = iAi = 0,1398526957 446384 9,1456708421, 

iil, = ^A, = 0,1909150252 525595 9,2808401093, 

i^« = T^= 0,2089795918 367347 9,3201038766, 

Dx'' = rrUhr- 
§ 11. Es folgt nan der Beweis des Satzes, welcher im § 2 
aufgestellt wurde, dass eine Function y>(x) sich in irgend welchen 
Grenzen g und h Ton x durch die Interpolationsformel, d. i. durch 
die rechte Seite von (2), mit beliebiger Näherung darstellen lässt, 
wenn man n hinreichend gross nimmt (und die a über das Inte- 
grations-Interrall gehörig rertheilt). ■ Statt der Grenzen g und k 
nehme ich, ohne die Allgemeinheit zu beschränken, — 1 und 4-1) 
um die früheren Bezeichnungen beibehalten zu können. 
Wir haben zu zeigen, dass 

mit wachsendem n der Grenze zustrebt. Dazu transformiren wir 
diesen Ausdruck, mit Hülfe eines fruchtbaren Satzes von Cauchy, in 

wenn dies Integral sich über alle Punkte 2 erstreckt, welche sich 
auf der Peripherie eines Kreises mit dem Radius r befinden, der 
so gross genommen wird, dass er die Punkte a^, a^, etc., a« und x 
umschliesst. Hierin liegt also die Annahme, ^(x) sei so be- 
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schaffen, dass diese Function in eine Potenzreihe ent- 
wickelt werden kann, die, wenn auch noch so wenig, 
über X = 1 hinaus convergirt. Es ist dies nicht etwa eine neue 
Forderung, welche ich hier fllr die Möglichkeit der näherungsweisen 
Berechnung stelle, sondern eine solche welche bei Gauss im § 2 
seiner mehrfach erwähnten Abhandlung Methodus nova vorkommt: 
Quodsi igitur y, in seriem secundum potestates ipsius t progredientem 
evoluta, ante terminum qui implicat r"+^ omnino abrumpitur, cum 
y identica erit; si vero tam cito convergit ut terminos sequentes 
spemere liceat, functio Y inter limites < = 0, < = 1, ... ipsius y 
vice fnngi poterit. 

Der Ausdruck (a) wird f ür n = oc die Grenze haben, sobald 
der Quotient 

für n = c» Null zur Grenze hat. Ich zeige, dass dies der Fall sei 
zunächst wenn die Abscissen a so wie bei der Newton-Cotesi- 
schen Methode aufeinander folgen. Des bequemeren Ausdrucks 
halber scheide ich die Fälle eines geraden Stellenzeigers n und 
den eines ungeraden, behandele aber nur einen von ihnen — ich 
wähle den letzten — und vertausche deshalb das frühere n mit 
2n + 1. 

1) Den grössten Werth den der Zähler N^x)^ also 

von x=—l bis x = l für ein festgehaltenes n annimmt, möge 
diese Function für x = c-\-— erreichen, wenn die ganze Zahl ju 

von — n incl. bis an n, und c < — und positiv genommen wird. 

Offenbar kann man jede Zahl x von —1 bis 1 so darstellen. Dann 
ist der Zahlwerth von N(x) gleich 

«(«+lX«+l)-(«+^)-(|-«)(--0-r^-«). 

und wenn man nc= y setzt wo y < 1, gleich 

(6) ... n~2«-^Ky+l)(y+« + i")•(l-yX2~y)...(«-iw-y). 

Bei festgehaltenem y erreicht (6) seinen grössten Werth für /w = — n, 

Heine, Anwendungen der Kugelfunctionen. 2. Aufl. 2 



18 Mechanische Quadratur. § H 9. 

oder für /4 = «— 1. Im ersten Fall, /u = — n, giebt (6) nämlich 

während (5) ftlr die folgenden Werthe ju = 1 — n, 2 — n, etc. aus 
dem Vorhergehenden durch Multiplication mit 

(2n~y)' (2n + y)(2«-l-y) ' ^ ^• 
entsteht. Diese Glieder nehmen bis f^ = 0^ je nach der Grösse yon 
y exclus. oder incL, ab, dann wieder zu, bis (6) fttr ^ = «— 1 
schUesslich gleich wird 

n"^-l.(l-y)y(y + l)...(y + 2n-l). 

Jedenfalls ist also, wenn x zwischen —1 und 1 bleibt, N{x) 
kleiner als 

n-2«-ly(y + l)...(y + 2n), 

und da dieser Ausdruck für keinen Werth, den y annehmen darf, 
grösser ist als fbr y = 1, so ist sicher 

N(x)<n-^-\1.2.3...(2n + t). 

2) Andrerseits suchen wir den kleinsten Werth für den Mo- 
dulus des Nenners N(z) auf. Dazu bringen wir die complexen 
Zahlen ä, die auf der Peripherie des Kreises liegen, in die Form 
r(cos9)-|-«sin9)) und haben dann 



J(N(z) = n-^-^ n ^VV~2^wvco89) + v^ 



K= — n 



Dies Produkt verwandelt sich, wenn man je zwei Glieder zusammen- 
fasst, in 



»•=1 
ist also am kleinsten für den Fall <p = 0, folglich nicht kleiner als 

1=1 
3) Stellt man dies mit dem für N(x) gewonnenen Resultate 
zusammen, so erhält man 

N(x) ^ 1.2.3...(2n + l) 



N{%) " (rn — «)(rfi — n4-l)...(rn + w) 

Die rechte Seite wird in der That für n = c» gleich Null, sobald 
r die Einheit überschreitet. Setzt man nämlich rn = fi-fi7> so wird 
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i]y wie wenig auch r ttber 1 genommen ist, von einer gewissen 
Grösse von n an grösser als 1. Es nimmt aber die rechte Seite, 

1.2 .3...( 2n + l) 

^('? + l)(^ + 2)...(7 + 2«) ' 

sobald 17 > 1, mit wachsendem n nicht nur fortwährend, sondern 
auch bekanntlieh*) zu Null ab. 

Hierdurch ist bewiesen, dass der Ausdruck q>(x) in (2) 
sich mit wachsendem n, von x = —1 bis a; = 1, der Func- 
tion tf)(x) beliebig nähert, sobald dieselbe sich in eine 
Potenzreihe 

entwickeln lässt, welche für einen Werth von x^ der be- 
liebig, wenig über 1 liegt convergirt. 

Man erhält durch geringe selbstverständliche Modificationen 
dieses Beweises dasselbe Resultat, wenn man solche Abscissen a 
wählt, für die «(cty — a^+i) zwar nicht, wie oben, flttr jedes v con- 
stant bleibt, aber doch so beschaffen ist, dass dieser Ausdruck sich 
mit wachsendem n einer Gonstanten nähert, also z. B. die Summe 
einer Constanten und eines Gliedes ist, welches sich der zur 

Ordnung 1 nähert, das heisst, zu derselben Ordnung wie — 

Diese Eigenschaft besitzen aber (Hdb. I, Gl. 28, c) für wachsende 
n die a, welche P^{a) zu Null machen, die man bei der Methode 
von Gauss (§ 8) anwendet. Somit ist der obige Satz auch bei der 
Wahl dieser Abscissen bewiesen. 

§ 12. Aus dem I. Bd. I. Theil, 5. Kap. S. 271—273 kennt man 
die Beziehungen zwischen gewissen linearen Gleichungen und den 
Näherungsnennem des Eettenbruchs für die logarithmische Reihe, 
aus I. 276 die Beziehungen, welche zwischen den ersteren und Glei- 
chungen 

x''N{x)dx = 
—1 

bestehen. S. 273—274, 275—276, 279—280 wird gezeigt, wie diese 

Untersuchungen sich auf die hypergeometrische Reihe F{a, 1, y, a?) 

und die durch ein Element q verallgemeinerte q> übertragen lassen. 

Der 2. Zusatz zum 5. Kapitel, S. 286—297 liefert Resultate für noch 



/ 



*) Man vergl. I. 108 nnter 2). 
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allgemeinere FuBCtionen. Die Gleichartigkeit der in diesem Zusätze 
gewonnenen Formeln mit denen, welche sich auf die logarithmiscbe 
Reihe bezogen, gestattet, wie bereits I. 297 in Aussicht gestellt 
wurde, eine Anwendung auch der allgemeineren Resultate auf die 
Quadratur. 

Wir handeln über die näherungsweise Berechnung des Integrals 

(10) . . . P\p{x)f(x)dx, 

9 

wenn durch g und h gegebene Gonstante bezeichnet werden, t\f{x) 
eine continuirliche Function vorstellt, die noch ftlr einen hinlänglich 
grossen Werth von x in eine Reihe 2^l*n^ entwickelt werden kann, 
und /*(a;) eine andere gegebene Function, die auch innerhalb der 
Grenzen g und h unendlich werden darf, wenn nur ihr Inte- 
gral und das obige (10) endlich bleiben. Setzt man, nach Analogie 
des Verfahrens im § 2 

iV(a:) = (a; — a, )(a: — a^). . .(a? — a«), 

und yertheilen sich a^, a^, etc. über die Axe der X yon g bis A, so wird 

^H-fi(^--a,)iV'(^ 
ein Näherungswerth der Function i//(äc), und wenn man setzt 

nn A - 1 n^x)i{^dx_ 

9 

SO ist daher 

(12) ... i4,t^(a,) + ^,V'(«2) + -- + ^nV^(a«) 

ein Näherungswerth des vorliegenden Integrales (10). Zur prak- 
tischen Anwendung wird diese Methode sich in der Regel nur dann 
eignen, wenn die A sich leicht berechnen lassen. Macht man, wie 
im § 8, die ganze Function von z vom Grade n— 1 

'•*iV(x)-iV(a) 



J x—z 

9 



f(x)dx = ij(ä), 



so ist A„,NXam) gleich i?(a„,)- 

Wir versuchen den Fehler bei der Berechnung des Integrals (10), 

•A n 

\f)(x)f(x)dx-- JS Am^(am) = Dyj(x)^ 



/ 



9 



mögliehst klein zu machen, in demselben Sinne wie früher. Es 
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wird in der That wiederum gelingen, die a so zu wählen, dass bei 
der Interpolation aus n Abscissen der Fehler Null ist, wenn tp(x) 
nur auf den Grad 2n—l steigt. 

Man hat nämlich als erzeugende Function der Fehler Dx'' den 
Aasdruck 






y=0 Ä 

9 



J z — x y=i iV'(am)(Ä — Om) 



Da das abzuziehende Glied auf der Rechten sich in den Quotienten 






9 

verwandeln lässt, so wird diese erzeugende Function der Fehler 
schliesslich 

•* N(x)f(x)dx 



N{z)J 



z — x 

9 



f 



Kann man nun die ganze Function n^'^ Grades JV so bestimmen, 
dass fdr alle ganzen v von bis it — 1 das Integral 

*h 

x''N(x)f(x)dx 

9 

verschwindet, so wttrde die nach absteigenden Potenzen von z ge- 
ordnete Reihe, in welche man den obigen Ausdruck fQr die erzeu- 
gende Function der Fehler entwickeln kann, erst mit der — 2n*®" 
beginnen. Daher verschwindet dann der Fehler Dip(x) so lange 
\p(x) nur auf den Grad 2» — 1 steigt. 

Eine solche Function N findet man, wie aus dem erwähnten 
2. Zusatz zum 5. Kapitel hervorgeht, aus dem Kettenbruche für 

9 

dessen Partialnenner sämmtlich vom ersten Grade sind (S. 291). 
Sein Näherangsnenner vom n^" Grade ist die gesuchte Function 
iV(a?). Die Werthe a, für die sie verschwindet und welche als 
Abscissen dienen, sind sämmtlich ungleich and reell, und liegen 
zwischen g und h. Aus S. 288 geht hervor, dass ij(s), welches zur 
Berechnung der A dient, der entsprechende (n^) Näherungszähler 
Z(z) ist, während die erzeugende Function der Fehler sich aus dem 
Reste Ä(a?), welcher nach S. 288 durch die Gleichung 
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A7/ ^ ir \ nr \ P N(z)f(z)dz 







gefunden wird, durch Division mit N(x) ergiebt Der angenäherte 
Werth des Integrals (10) ist demnach 

- _Z(o^)_ . , . 
.5"iVKy ^^ ^^' 
wenn Z(x) und N(x) den «**" Näherungszähler und Nenner 
des Eettenbruchs für a bezeichnen, und a,, er,, etc. die 
Wurzeln von N(x) = sind. 
Durch Entwickelung von 

nach absteigenden Potenzen von « erhält man eine Reihe von der 
Form 

Die ersten Glieder kann man auch hier, ähnlich wie am Schluss 
des § 8, durch Einsetzen in den Ausdruck des Fehlers 

lin DX^ + Aon+l D«**»-»-^ + • • • 

zur Correction verwenden. 

§ 13. Als Beispiel für das Vorhergehende behandeln wir die 
näherungsweise Berechnung des Integrals 

(14) ... J*\(x)xß-'^(X-xy-ß-Hx, 



wenn ß und y^ß positiv sind. Man hat dann die Functionen N, Z 
und R zu betrachten, welche sich auf den Kettenbruch für 

_ /*! gy^-i(i-g)y"/^-^dg 

- 

beziehen, d. h. auf 

„=i.iffi|=».,o,,.,.i), 

dessen Nenner, Zähler und Rest man der Zusammenstellung auf 
S. 280 d. I. Bd. entnehmen kann. Die Abscissen a, welche man 
zur Interpolation verwendet, sind dann die Wurzeln der Gleichung 

JV(a:) = a:«F(-fi, -/J-n + 1, -y-2/4 + 2, ^). 
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Den Zähler, welchen man zur Berechnung des Näherungswerthes 
benatzt, entnimmt man entweder dem an der citirten Stelle ange- 
gebenen Eettenbruche, oder bedient sich der Formel 

z(.) ^ry^^(i-yy-ß-rm^zm.,y. 

Man findet femer 

,. _ fX/?+n)r(y + «-/>)r(y + n-l)r(ii + l) 
^^ r(y+2ii)r(y + 2n-l) 

.-^F(n+1, /?+«, y + 2«, -1). 

Die multiplicirende Gonstante in dieser Function ist daher genau 
das zur Correetur zu yerwendende Dsk?^. 

Herr Mehl er, welcher die Forincla dieses Paragraphen, im wesentlichen, 
gegeben hat *) bestimmt die geeignete Function JV mit Hülfe der Gleich. (24) 
in 1. 158. Da nämlich die erzeugende Function der Fehler wesentlich von 
dem Integrale 

V'ci-,)'-'--^ 



/' 



abhängt, dessen £ntwickelung in eine nach Potenzen von x absteigende Reihe mit 
einer möglichst hohen Potenz von x'^^ anfangen soll, so wird dies erreicht, 
wenn man für N die oben angegebene hypergeometrische Reihe einführt, weil 
man dann nach 1, (24) erhält 

^f^'(>-yy-^'N(s) = -^ [y-+/»->(l-y)-+»'-/»-»], 

wenn k eine gewisse Gonstante bezeichnet. 

Der praktischen Anwendbarkeit dieser Formeln würde hier im 
allgemeinen der Mangel an Tafeln nach dem Muster derer von 
Gauss, die für verschiedene ß und y berechnet sein müssten, ent- 
gegenstehen. In einem einfachen Falle, den Herr Mehl er erwähnt, 
für /? = i, 7 ^ ^ \^^^i aber die Methode eine Anwendung zu. Setzt 
man noch 

X = sin'^ö wenn o? < 1, 

X = Bin^i(n -{- ui) wenn x > 1, 

und nimmt im letzten Falle u positiv, so wird 



*) Borchardt, Journal f. M. Bd. 63, S. 152—157: Bemerkungen zur Theorie 
der mechanischen Quadraturen. 



^ 
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Nnx = (^ly-^^^ event. N(x) = -^^^^, 

R(^x) = — p- - = - - . -——7- 4- etc. wenn x > 1. 

Die Abscissen a entstehen daher aus den Wurzeln der Gleichung 
cos/id = und sind 



ttv = sin 



4n 



während Z(x):NXx) von a? unabhängig, gleich — wird. Man hat 
daher mit Annäherung 

Die erzeugende Function der Fehler ist 

R(x) _ 2yrt.e— « _ 2n .^_ 

~»r> ~\' — • • " • — A'im X ~\ etc. 
N(x) siufit.cosnut 4-" 

Setzt man V(*) = x(l— 2a?), so nehmen diese Resultate eine etwas 
einfachere Form an und man findet, dass mit Annäherung sei 

/» . dx n Z, r (2v-l)n\ 

_, 'f^^^-^pp =V£^H -2«— )• 

Indem man unter dem Integrale die Substitution x = cos 9 macht 
und xO^^^V) ^^^ Function von q> betrachtet, erhält man das einfache 
Resultat, welches in I. 331 durch elementare Hülfsmittel abgeleitet 
wurde, dass mit Annäherung sei 



/ 



/•/ \J ^ ir (2y — 1)^ 

Kq>)dq> = — 2f^ 



n K=i 2» 



und zwar wird der Fehler, welcher als Correction auf der rechten 
Seite hinzuzufügen wäre, bei dieser Interpolation aus n Werthen 
gleich 

wenn f((p) in die Cosinusreihe 

entwickelt ist, so dass auch in diesem Falle die ersten 2n Glieder 
der Reihe nicht in den Fehler eingehen. 
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§ 14. Noch für einen anderen speciellen Fall, fUr die Qua- 
dratur der Integrale 

Uf(x)dx 



r 



A(«~«)(a:-» ' 

habe ich I. 294 die Functionen iV betrachtet, deren Goefficienten 
dann ganze Functionen von dem Quotienten aus einem ganzen 
elliptischen Integrale erster und einem zweiter Gattung werden; 
die N genfigen dann auch einer linearen Differentialgleichung zweiter 
Ordnung. 

Ich schliesse die Anwendungen der Methode des § 12 mit der 
Ableitung der hauptsächlichen Resultate ab, welche Herr Christoffel 
im 55. ßde von Borchardt's Journal mitgetheilt hat.*) Er stellt 
die Aufgabe, wenn zur näherungsweisen Berechnung des Integrals 

/ ip(x)dx für einige gegebene Abscissen a^y a^,, etc., a,a die Ordi- 

Sf 

naten bekannt sind, noch n andere Abscissen a^, a„ etc., an aufzu- 
suchen, aus deren Ordinaten, verbunden mit den m anderen, sich 
das Integral möglichst yortheilhaft bestimmen lässt. Es zeigt sich, 
dass man eine Näherung erreichen kann, bei welcher man erst 
dann einen Fehler begeht, wenn rp über den Grad w-f2ft~-l steigt. 
Man setze, um die Aufgabe zu lösen, wie früher, 

mache ferner 

(a? — a,)(a?— a,)...(a? — a,„) = /"(x). 

Die erzeugende Function der Fehler Dx*", wenn man aus den Ordi- 
naten in den m-\-n Punkten er und a interpolirt, ist dann nach (9) 
im § 8 gleich 

'* N(x)f(x)dx 






JV(Ä)/*(a)y Ä — aj 

Es kommt also darauf an, iV(rc) als Function n^" Grades so zu be- 
stimmen, dass das Integral, welches das R{i) des § 12 ist,' bei der 
Entwickelung nach aufsteigenden Potenzen von »-* mit einer mög- 
lichst hohen, der n+l**" Potenz beginnt. Dann ist Z>a:*' = so 
lange y < m-f 2n bleibt. Wie iV zu wählen sei, weiss man aus § 12; 



*) S. 61 — 82: Ueber die Gaussische Quadratur und eine Verallgemeinerung 
derselben. 
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man hat iV gleich dem fi*^" Nähenrngsnenner des Kettenbrachs fär 

^ n f(x)dx 
J »— a? 



/ 



a 

9 

za setzen und damit habe ich die Lösong der Aufgabe gegeben. 
Man erhält dann, ähnlich wie in (4), mit Annäherung 

wenn die in-}-» Grössen ß den Gomplex der m Grössen a und der 
n Grössen a bedeuten. Macht man iV(^)/'(^) = 'C^)) so sind die A 
nach der Art von Gleich. (3) zu bilden, indem man setzt 



__ 1 /* M(x] 



Man hätte auch, nach dem Verfahren von Jacobi, ttber welches 
im § 9 gehandelt wurde, die Aufgabe dieses Paragraphen lösen 
können, indem man eine Function »^ Grades N aufsucht, welche 
so beschaffen ist, dass 

(a) ... yv^)f(«K^ 

fbr alle ganzen v, die unter u liegen, Null ist. Man findet dann, 
wie bereits I. 291 bemerkt wurde, 

wo die ganze Function m^'^ Grades L so zu bestimmen ist, dass die 
rechte Seite fUr x^^a^^ a„ etc., a», verschwindet. Dadurch ist L 
und dann auch JV bestimmt. 

Herr Christoffel wendet zur Bestimmung verschiedene Me- 
thoden an. Ich hebe hervor, dass er, S. 77, indem er i/ = — 1, 
A = 1 setzt, iV.f in eine Reihe von Kugelfunctionen entwickelt, in 
welchen aber, wegen des Verschwindens von (a), kein oberer Index 
unter n vorkommen kann. Setzt man 

so sind die Verhältnisse der Constanten c zu einander dadurch be- 
stimmt, dass die rechte Seite fbr ^ = a,, a,, etc., o» verschwinden 
muss. Die Determinante, welche man hierdurch fUr iV.f erhält, 
nämlich 
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dividirt Herr Christ off el, vermittelBt eines eigenthttmlichen Ver- 
fahrens, durch f(x) und erhält sehliesslich 

JV^^w 1 (2n+l)(2« + 3)...(2n+2m-l) 
^ ''" 2b+1 ■ (»+l)(« + 2)...(» + m) 

^(2i'+l)P'(«)2±P»+»->(a,)... P'+Ko^-OP'Co,,). 

§. 15. Der ganzen Function 9(x\ die im §. 2 auftrat, bat Herr 

Tchebychef *) eine merkwürdige Form gegeben. Ich leite sie auf 

folgende Art ab: 

Der Eettenbruch 

1 



17 = 



A.-1 



^ ig— etc. 

sei so beschaffen, dass seine sämmtlichen Partialnenner Func- 
tionen ersten Grades nach x sind. Es ist dies (I. 291) ein häufig 
vorkommender Fall. Man hat dann 

Die Näherungs-Zähler und Nenner werden durch Z^x) und N^(x)y etc. 
bezeichnet Bedeutet a einen besonderen Werth von x, so geben 
die bekannten Becursionsformeln (I. 261, (c)) zunächst 

Nn(x)Nn^^(a)^Nn(a)Nn-x(x) 



= anN^i(^x)Nn^i(a) + 



x—a 



X — a 

und durch wiederholte Anwendung, ähnlich wie I. 197 — 198, 
schliesslich 

Nn(x)Nn-^(a)■^Nn(a)Nn-^(x) 

x — a 

= a, + a,N,(x)N, (a) + • • • + OnN^i (a;)iV«-i (a). 

Es sei nunmehr a ein Werth der Nn(x) zu Null macht; da für 
jeden Index n und jedes x die Gleichung 



*) Borchardt, J. f. M. Bd. 53, S. 286: Sar une formule d' Analyse (La h 
Vacad^mie de St. Petersbourg le - — — — ~ 1854). Der Beweis der Formel folgte erst 
in einer grosseren Arbeit, welche Herr Tchebychef am 12. Januar 1855 der Peters- 
burger Akademie überreichte. Diese ist in der französischen Uebersetzung des Herrn 
Bienaymd im Liouville 'sehen Journal erschienen II. S^rie, T. III, 1858, S. 289 
bis 323: Sur les fractions continues, 
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besteht, so wird für x = a zunächst 

Zn(a)Nn-i(a) = 1 
erhalten, und daraus 

Ferner sei N(x) eine ganze Function n*®° Grades, die fttr 
n Werthe von x, die a,, «j? ®^^'» ^« ^^^^ mögen, verschwindet. 
Entwickelt man 

iV'Co;) __ 1 . 1 
— — — —1— « • « — j— 

N(x) x — a^ x—On 

in einen Eettenbruch von der vorgeschriebenen Form (m. vergl. 
I. 261) 

-1 1 1 ... 1 

a^x-\-b^ a^x+bj a^x-{-b^ . . . anX-{-b, 

so unterscheidet sich N nur durch einen constanten Factor von dem 
„t€n Näherungsnenner dieses Bruches, d. i. von iV«, und den oben- 
stehenden Ausdruck Zn(x):Nn(x) kann man genau mit NXx):N(x^ 
vertauschen. Daher wird auch 

N(x) 
~(x^)N'(i^ = ö| + «. N,(x)N,(ay) -F . . . + anNn-i(x)Nn-i(ay). 

Substituirt man diese Gleichung in (2), so erhält man den Satz: 
Sind «j, a„ etc., a» beliebige ungleiche Constante, ist femer a 
der Kettenbruch für 

1.1 .1 

+ -—— + ••• + 



a = 



x — a^ x — a^ X — On 



in der vorgeschriebenen Form, und Ny sein v'®' Näherungsnenner, 
so wird 

q>(x) = a,2 yj(ay) + a, N^x) i; N,{oty)xp{ay) + • • • 

die ganze Function n —1*«» Grades, welche sich für x = Oy in t^(a^) 
verwandelt. Dies ist die Formel des Herrn Tchebyohef. 

Es liegt hier die Voraussetzung zu Gi-unde, dass wirklich 
sämmtliche Partialnenner X vom ersten Grade sind, oder, was auf 
dasselbe hinauskommt, dass der Nenner Ny, für jedes v von 1 bis 
n, vom y*«" Grade ist Um die Berechtigung derselben nachzuweisen, 
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entwickele ich a in die Reibe 

wo 9^ die Summe der y^" Potenzen der n Grössen a bezeichnet; aus 
Bd. I, S. 288—290 folgt, dass ein Nenner y'«" Grades wirklich existirt, 
und gleich ist 

wenn das System linearer Gleichungen 

«o*« + «i*»-iH V^nK =0, 

»1 kn-\-S^K^i -\ |-«iH-lÄo = 0, 



welches von der Art ist wie die Systeme Bd. I, S. 272 u. f., einen 

von Null verschiedenen Werth für \ liefert. Dies ist aber der 

Fall, da die Determinante mit dem Diagonalgliede 8Q$^8^..,H2n-^i 

bekanntlich das Quadrat eines Produktes von Differenzen je zweier a, 

und daher von Null verschieden ist. 

Herr T. erwähnt den Fall, dass man 

n— 1 n — 3 n — 5 

a, = -r-, a. = ;[-, a. = 7- etc. 

' n— 1 ' ^ n — 1 ' ^ fi — 1 

setzt und n unendlich nimmt. Die Function q>(x)^ welche für die 
n Abscissen a mit \p(x) übereinstimmt, lässt sich dann mit \p(x) 
selbst verwechseln, während 2a in— Im log(a:+l)— log(a: — l) über- 
geht. Die Näherungsnenner JV sind dann die Eugelfunctionen, und 
die Enwickelung von tp nach den N verwandelt sich also in die 
Entwickelung von ?^ nach Eugelfunctionen. 

§ 16. Es möge sich eine Function tpix) nach solchen ganzen 
Functionen JV,. Qc) entwickeln lassen, wie sie im Bd. I, 2. Zusatz z. 
5. Kapitel, S. 287 u. f. vorkamen, die also so beschaffen sind, dass 
wenn f{x) eine gegebene Function bezeichnet, Ny vom y**° Grade 
ist, und 

f'N,,(x)Ny(x)f{x)dx 

verschwindet so lange die ganzen nicht negativen Zahlen /u und v 
verschieden bleiben. Diese Reihe sei 

Alsdann kann man zeigen, dass diejenige ganze Function 
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«*®° Grades y, welche bewirkt dass 

9 

ein Minimum sei, der Anfang der Entwickelnng von tp(p) 
wird, nämlich 

n 

y = 2;cyNy(x). 
In der That, wenn man setzt 

y = «o+^i^H f-flniT", 

so muss, damit y das Integral zum Minimum machen kann, die 
Bedingung erf&Ut werden 



Q 



und zwar für willkürliche Verrückungen 8a. Dieses geschieht nur, 
wenn von y = bis y = « immer ist 

f [y- tp(x)]x^f(x)dx = 0; 

9 

folglich erfüllt diejenige Function n*«" Grades, y, welche das 
verlangte Minimum hervorbringt, wirklich die vorstehende Glei- 
chung. 

Entwickelt man y — fff(x) in eine nach den N geordnete Seihe 

so kann in derselben kein Nf^ vorkommen, dessen Index ju kleiner 
als n wäre (I. 291—292). Käme nämlich als Glied mit dem niedrig- 
sten Index Nfj vor, wo fi<n, so würde, wenn man x^ nach Func- 
tionen JV in die Reihe 

xf =6iV^ + 6,iV^^i + ... 

entwickelt, was immer geschehen kann, da N), für jedes ganze X 
eine Function des Grades l ist, der Ausdruck 

/\y-y^(^)][bN^ + b,N,.-i + -]f(^)dx = hf'[y^,p(x)]N,f(x)dx 

9 9 

nicht verschwinden, während er doch Null sein musste. Daher 
enthält also die Differenz kein Glied iV,,(a;), wo v<:n, d. i. es 
haben sich in der Differenz y — ip(x)^ durch die Subtraction, aus 
tp(x) alle Glieder Ny fortgehoben von y = bis r = «. Dies ist 
der oben angegebene Satz. 
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Für den Fall g = —1, ä = 1, f(x) = 1, in welchem Nn sieh in 
P* verwandelt, hat Herr Plarr*) denselben ausgesprochen. Die- 
jenige ganze Function n^" Grades y, welche eine solche Beziehung 
zu einer gegebenen Function '^(x) hat, dass der mittlere Werth 
des Quadrates der Abweichung, [y — V(^)]', zwischen a? = — 1 und 
x = l möglichst klein wird, ist demnach der Anfang der Entwicke- 
lung von ip(x) nach Eugelfunctionen bis zu dem Gliede incl., wel- 
ches den Factor P"(rr) enthält 



n. Theil. 

Das PotentiaL 



Erstes Kapitel« 

Allgemeines über das PotentiaL Die Kugel. 

§ 17. Die mathematische Physik löst kein einziges Problem, 
welches die Natur darbietet genau, da die Annahmen, welche als 
Grundlage fbr die mathematische Behandlung dienen in keinem 
Falle zutreffen; man setzt vielmehr statt der wirklichen Aufgaben 
mathematische Probleme, indem man Grundsätze, die Gesetze, auf- 
stellt, die allerdings nicht willkürlich erdacht sind, sondern die den 
Vorgängen in der Natur angenähert zu entsprechen scheinen. Eine 
Aehnlichkeit zwischen den aus der Rechnung sich ergebenden Re- 
sultaten und den wirklichen Erscheinungen bestimmt uns die Grund- 
sätze festzuhalten; ein Abweichen oder Widerspruch veranlasst uns 
die Annahme zu modificiren oder ganz zu verwerfen. 

In diesem zweiten Theile handelt es sich um solche Erschei- 
nungen, welche sich auf die Anziehung von Massen beziehen, und 
die fbr Entfernungen, welche nicht unmessbar klein sind, durch das 
Newton'sche Gesetz erklärt werden. Um dieses fftr jede Ent- 



*) Comptes rendns de rAcad^roie des Sciences, 11 Mai 1857. 
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fernung der Massen verwenden zu können, werden wir den Aus- 
druck desselben modiiiciren, nämlieh statt der materiellen Punkte 
homogene, beliebig kleine Kugeln einführen. Wir nehmen als 
Grundsatz an*), dass die Mittelpunkte zweier solcher Kugeln 
sich geradlinig gegen einander bewegen; um sie zurückzuhalten muss 
man in den Mittelpunkten Kräfte, in selbstverständlicher Bichtnng, 
anbringen, welche proportional sind (oder gleich) dem Produkte 
ihrer Massen, dividirt durch das Quadrat der Entfernung der beiden 
Mittelpunkte. Dieses soll also für alle Kugeln gelten, deren Badien 
über einer beliebig klein gegebenen Grösse bleiben. 

Unter Kraft hat man hier nichts anderes zu verstehen als eine 
gewisse Zahl; man setzt statt derselben das Gewicht, welches man, 
event. mit Hülfe einer Rolle, bei unserer Abstraction in den Mittel- 
punkten, im Versuch in möglichst kleinen Entfernungen von den- 
selben, anzubringen hätte um sie festzuhalten, unter Masse das 
Produkt des Volumens mit einer dem Stoffe eigenthümlichen Con- 
stanten, der Dichtigkeit. Jedem Stoffe wird bei der mathematischen 
Behandlung diejenige Zahl als Dichtigkeit beigelegt, welche sich 
durch die fttr die Bestimmung des specifischen Gewichts üblichen 
Methoden für dasselbe ergiebt, obwohl homogene Körper nicht 
existiren. Aehnliches wie von den Dichtigkeiten gilt für das Mass 
der Entfernung der beiden Mittelpunkte von einander. 

Das Newton'sche Gesetz, so aufgefasst, soll gelten, wie nahe 
die Kugeln auch einander kommen mögen. Sind ihre Dichtigkeiten 
d und d*, ihre Badien r und r', so ist die Kraft, mit der sie auf 
einander wirken, wegen der Undurchdringlichkeit der Masse, am 
grössten wenn die Kugeln sich berühren, ist also kleiner als 

9 ' (r + r'y ' 
Dieses ist sehr klein wenn r und r' sehr klein sind, obgleich die 
Mittelpunkte alsdann sehr nahe an einander rücken, und nicht un- 

*) M. vergl. Newtoni Principia philosophiae naturalis T. I, Definitio VIII, 
S. 11, 2. Ausg. V. Le Seur u. Jacquier. Genf 1760. „Voces autem Attractionis. 
Impulsus, vel Propensionis cuiuscunque in centrum, indifferenter et pro se matuo 
promiscue usnrpo ; has vires non Physice sed Mathematice tantum considerando. Unde 
caveat lector, ne per hujusmodi voces cogitet me speeiem vel modum actionis cau- 
samve aut rationem Physicam alicubi definire, vel centris (quae sunt puncta Mathe- 
matica) vires vere et Physice tribuere; si forte aut centra trahere, aut vires centrorum 
esse dixero." 
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endlieh, wie man glauben könnte,* wenn man von der Anziehung 
sehr naher materieller Punkte gehandelt hätte*). 

Man weiss, dass nicht nur sehr kleine sondern auch beliebig 
grosse Engeln, welche mit der ideellen Eigenschaft der Homo- 
geneitftt ausgestattet sind, nach demselben Gesetze auf einander 
wirken, welches oben fUr sehr kleine Engeln als Grundsatz auf- 
gestellt wurde. Als Grundlage reicht aber dieser letztere Fall völlig 
aus, indem sich aus demselben die Wirkung yon beliebig gestalteten, 
homogenen oder nicht homogenen Eörpem durch eine ähnliche 
Rechnung ableiten lässt wie das gleiche Resultat wenn man, wie 
gewöhnlich, von materiellen Punkten ausgeht Beim Nachweise 
kommt erstens ein Satz und zweitens ein Grundsatz in Betracht. 

Nach dem Satze lässt sich jeder Eörper mit beliebiger An- 
näherung ebensowohl in Engeln zerlegen wie man ihn in Parallel- 
epipeda zerlegt**). Zertheilt man den Eörper, dessen kubischer 
Inhalt K sei, zunächst in Würfel, was so geschehen kann, dass nur 
ein beliebig kleiner Theil yon K übrig bleibt, legt ferner in jeden 



*) Die beschleunigende Kraft, welche die eine Kugel in einem Punkte O ihrer 

Oberfläche ausübt, ist —^rS, In den Principia gen. theoriae fig. fluid, etc. (Werke 

V, 31) sagt Gauss: Constat, maximam attractionem , quam massa homogenea data 
in punctum datum secundum illam legem exercere potest, esse ad attractionem, quam 
eadem massa in figuram sphaericam redacta exercet in punctum in superficie positum, 

9 

ot 3 ad 1^25; posterior vero attractio cum gravi täte facile comparatur. Die Grenzfläche 
des Maximal-Korpers entsteht durch Rotation einer ebenen Curve um die Richtung der 
Anziehung in O. Befindet sich nämlich der Korper in der Gestalt, dass die Anziehung in 
einem Punkte O der Oberfläche ein Maximum, also grosser ist als diejenige, welche die 
Masse, in eine andere Gestalt gebracht, auf ausüben werde, so ziehe man von O 
aus einen Radlusvector r nach einem Punkte fx der Oberfläche. Der Winkel den r 
mit der Richtung der Anziehung in bildet sei (p. Dann ist der Beitrag zur An- 
ziehung auf 0, welchen fi liefert (weil die Variation der Anziehung bei Aenderung 
der Gestalt des Körpers Null sein muss), also fi cos (f . r-~2, für jedes tf und r constant 
und zwar gleich /u.a— 3, wenn a den Radinsvector bezeichnet der von aus nach dem 
Punkte der Oberfläche gezogen wird, in welchem die Richtung der Anziehung auf 
die Oberfläche schneidet, so dass also r = a für (^ = ist. Man findet daher als 
Gleichung der rotirenden erzeugenden Curve a'cos</) ^ r^, als Anziehung des Körpers 
in O den Werth 4a 77, als Volumen desselben -^a^n^ woraus sich sofort das von 
Gauss mitgetheilte Resultat ergiebt. 

**) Diese Art der Behandlung habe ich in der kleinen Schrift angedeutet: Das 
New ton 'sehe Gesetz, Halle, 1864, Buchh. des Waisenhauses, S. 17 u. f. Den fol- 
genden einfachen Beweis verdanke ich dem talentvollen früh verstorbenen Dr. Theodor 
Berner aus Berlin (f 1866). 

Heine« Anwendungen der Kagelfnnctionen. 2. Anfl. 3 
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Würfel eine berührende Kugel,' deren Inhalt ^a^n ist, wenn der 
Würfel die Seite 2a also den Inhalt 8a' besitzt, so wird der Inhalt 
jeder einzelnen Kugel etwas grösser als die Hälfte des betr. Würfels, 
und der Inhalt aller Kugeln zusammen grösser als ^K. Von dem 
Körper bleibt also weniger als das Volumen ^K übrig, welches noch 
nicht in Kugelform gefasst ist. Zerlegt man diesen Best in Kugeln, 
so wird wiederum ein Theil, weniger als die Hälfte desselben, d. i. 
als ^K übrig bleiben. Fährt man so fort, so ist die Masse K in 
Kugeln zerlegt mit Ausnahme eines Stückes, welches kleiner ist als 
K, getheilt durch eine beliebig hohe Potenz yon 2. Dieses ist der 
Beweis des Satzes. 

Zweitens nimmt man in unserer ideellen Mechanik an, dass die 
Anziehungskraft, welche ein nicht homogener Körper auf eine homo- 
gene Kugel ausübt, dieselbe ist wie die Grenze von den (nach dem 
Parallelogramm der Kräfte zusammengesetzten) Wirkungen der ge- 
sammten unendlich kleinen, als homogen betrachteten Theilchen des 
Körpers, denen man als Dichtigkeit die Dichtigkeit in einem be- 
liebigen Punkte des Theilchens beilegt. Dass diese Ausdrücke sieh 
einer Grenze nähern und dass diese Grenze, ein dreifaches Integral, 
von der Art der Theilung wesentlich unabhängig, ist beweist man 
leicht und gründet darauf die Erklärung des dreifachen Integrals. 
Einige hierbei zu Grunde liegende Voraussetzungen über die Art 
des Theilungsgesetzes werden unten erwähnt. — Dies ist der 
Grundsatz. 

Es mögen kleine Kugeln vorliegen mit Massen /Et,, fi^j etc. Die 
Goordinaten des Mittelpunktes der t^" seien a„ b^, c^, und die Ent- 
fernung desselben von einem Punkte O mit den rechtwinkligen 
Goordinaten x, y, » sei 

Man nennt die Summe 



R^ Äj Äj 

welche für Massen die im Endlichen liegen immer endlich bleibt 
da nach unseren Festsetzungen keine Grösse R Null ist, das 
Potential der Massen fi im Punkte 0. 

Die Anziehung, welche diese Massen auf eine kleine Kugel 
mit der Masse m ausüben, deren Mittelpunkt 0, wegen der Un- 
durchdringlichkeit, nicht in /Uj, /u,, etc. fallen kann, lässt sich in 
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drei Kräfte mB, tnH, mZ zerlegen, die in O, parallel den Axen, 
wirken. Man hat 

^ ^ ö. — X __ ^ 64 — y „ _, Ct — z 



r; ' " -^* Rf ' -^ -'^* r; ' 

wenn die Summation sich auf so viele Werthe Yon i bezieht als 
anziehende Kugeln ju vorhanden sind. Nach Lagrange*) lassen 
sich die Gomponenten S, H, Z durch partielle Differentialquotienten 
des Potentials vermittelst der Formeln darstellen 

Bilden die anziehenden Massen einen zusammenhängenden 
Körper von beliebiger Gestalt, so heisst Potential desselben im 
Punkte Oy der ihm nicht angehört, die Grenze, welcher der 
obige Ausdruck von V zustrebt, wenn die Masse, im Sinne unseres 
Satzes, in Kugeln /u^ zerschnitten wird. Diese Summe geht, wie 
oben erwähnt wurde, in ein Integi-al über, welches sich über die 
ganze anziehende Masse erstreckt. Sind a, b, c die Goordinaten 
eines unbestimmten Punktes derselben, setzt man femer 

so bleibt die Art in welcher man die Zerschneidung der Masse in 
unendlich kleine Theile vornimmt, für die Integration gleichgültig. 
Heisst das Massenelement, welchem der Punkt a, b, c angehört 
dfi, so ist daher das Potential der anziehenden Masse in 
einem Punkte der sich ausserhalb derselben befindet 

Anmerk. 1. Wir betrachten einen Raum W. Die rechtwinkligen Goordi- 
naten der Punkte desselben seien a, b, c; ferner sei f(a, by c) eine gegebene 
endliche und zunächst continuirliche Function. Aus dem Räume W scheidet 
man n Stücke w^, tr,, . . ., er», . . .^ Wn ans, die man nach einem von vorn 
herein gewählten Gesetze begrenzt, sei es durch Parallelepipeda, Kugeln, oder 
andere Flächen. Das Gesetz sei folgendermassen beschaffen: 

a) Mit wachsendem n werden die Volumina tr unendlich klein, und zwar 
werden sowohl die bei wachsender Stellenzahl hinzutretenden als die etwa fort- 
fallenden Räume for sich unendlich klein. Ebenso wird W — ^io^, unendlich klein. 

6) Die grösste Schwankung, welche f in einem Volumen tr erleidet, wird 
mit wachsendem n unendlich klein. 



*) Nouveaux M^moirefi de l'Acaddmie rojale des Sciences et belies Lettres, 
de Berlin, ann^e 1777. M. vergl. die am Schiasse dieses Bandes befindlichen Zusätze 
zu 8. 1 — 2 des vorigen Bandes. 

3* 
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Sind Dua a^, b^, c^ die Goordinaten eines Punktes welcher dem Raum tr^ 
angehört» so setze man bei der Theilzahl n 

n 

Sn = 2: toJ(a„ b„ c,); 
1=1 
es ist zu zeigen, dass mit wachsendem n sich Sn einer Grenze nähert. 

Man hat dazu nur nachzuweisen (I.65,a), dass Sn^y — S^ mit wachsendem n, 
welche ganze positive Zahl man auch für v nimmt, beliebig klein wird. Es 
möge der Raum, welcher dem zuerst ausgeschiedenen hinzutritt wenn n in n^y 
übergeht, durch die Zahl e^ gemessen werden, der, welcher wieder fortfallt, durch fie- 
lst tn der grösste Werth von f im Räume W, so können die Summen S^ und 
Sn-\-y wegen der Verschiedenheit des ausscheidenden und hinzutretenden Raumes 
sich höchstens um fn(€^ -f ^3) unterscheiden. Ist rj grösser als die grösste 
Schwankung von f in einem Theile to der ersten Summe Sn und auch der 
zweiten Summe Sn+y, so wird der Theil in der Differenz zwischen den Summen 
Sn und Sn+y, welcher sich auf die in beiden gleichzeitig vorkommenden Volumina 
bezieht, <i],W, also die Differenz Sn+y — Sn absolut < !»(«, + e^) 4" '7^' 
Da m und t] mit wachsendem n beliebig klein gemacht werden können, so 
wird wirklich Sn+y — S„ beliebig klein. 

In ähnlicher Art zeigt man, dass eine Theilung in Volumina von verschie- 
dener Form, z. R. das erste Mal in Parallepipeda das andere Mal in Kugeln, 
auf dieselbe Grenze fuhrt. In der That, führt eine neue Art der Theilung in 
n- Volumina auf eine Summe $„ statt Sn, so erkennt man bald, dass Sn — Sn 
mit wachsendem n unendlich klein wird. 

Femer erkennt man durch dieselbe Relrachtungsweise, dass Sn auch dann 
noch eine Grenze besitzt, wenn f zwar endlich bleibt aber discontinuirlich ist, 
und die Discontinuitätspunkte keinen körperlichen Raum erfüllen. 

Die Grenze der Summe nennt man bekanntlich dreifaches Integral von f 
über den Raum W und bezeichnet sie durch 



f/ß 



f(a, 6, c)dt, 

indem man durch dt auf ein unendliches kleines Volumen tr deutet*). In dem 
vorliegenden besondern Falle des Potentials, wo f(^a, b, c) gleich der Dichtigkeit 
getheilt durch R zu setzen ist, wird durch dfi, wie üblich, das Produkt der 
Dichtigkeit und des Volumens to angedeutet, und man sagt, dass man nach /x 
über die ganze Masse integrire. 

Des bei weitem kürzer zu fassenden Ausdrucks halber habe ich mich bei 
dem Reweise der Existenz des dreifachen Integrals einer geometrischen Einkleidung 
bedient, während der Reweis durch Zuriidiführung auf die Reschaffenheit von 
Zahlenreihen wesentlich ein analytischer ist; ebenso wie bei der Einfuhrung 
des einfachen Integrales kann man diese Einkleidung aber auch für das vielfadie 
entbehren, und das Ganze lässt sich rein analytisch darstellen, wenn nur das 
Vorstehende etwas modificirt wird. 

Was oben von der Existenz des dreifachen Integrales gesagt wurde, gilt 
selbstverständlich auch von solchen zweifachen Integralen die über eine Fläche 
zu nehmen sind. 

Für einfache bestimmte Integrale ist, vorzugsweise durch Dirichlet*s Vor- 
träge, der Weg festgelegt und geebnet, auf welchem man von dem als Grenze 

*) Häufig fügt man nicht drei sondern nar ein Integralzeichen hinza. 
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definirten Werlhe zu den Eigeaschaften gelangt, die ein solches bestimmtes Integral 
als besonderen Werth eines unbestimmten, als Lösung einer einfachen Diffe- 
rentialgleichung erster Ordnung charakterisiren. Für vielfache Integrale ist dieses, 
wie mir scheint, noch nicht in gleichem Grade geschehen. Wenn ich gleich im 
allgemeinen die bekannten Satze, die sich hierauf beziehen, im Texte benutze, 
so schien es mir doch zweckmässig, einige fundamentale Satze, z. B. von der 
Differentiation unter dem Integrale, in der unten folgenden mit kleinerem Druck 
versehenen Anmerkung unmittelbar auf die obige Erklärung fies dreifachen Inte- 
grals zurnckzufnhren. Im wesentlichen geschieht dasselbe bei der üblichen Art 
die Green'schen Satze abzuleiten, wobei man nur, zur Abkürzung, die wesent- 
lichen Eigenschaften der einfachen Integrale zu Grunde zu legen pflegt. 

Potential für einen inmitten der Masse gelegenen 
Punkt nennt man die Grenze eines so eben definirten Potentials« 
Schneidet man um einen Punkt 0^ der inmitten einer Masse liegt, 
ein Stück « der einschliessenden Masse heraus, so nähert sich 
das Potential im Punkte 0^ welches zu der übrig bleibenden Masse 
gehört, mit abnehmenden «, einer Grenze. Diese Grenze heisst 
das Potential in 0. Dasselbe ist also die Grenze des obigen Inte- 
grals, welohes über die um b verkleinerte Masse genommen wird, 
aus der das Stück ausgeschnitten ist, in welchem R Null, und daher 
die zu integrirende Function unendlich wird. Integral einer dis- 
eontinuirlichen Function heisst aber, nach der üblichen Definition, 
gerade die Grenze eines Integrales über ein Gebiet, aus welchem 
der Theil ausgeschnitten ist, in dem die zu integrirende Function 
unstetig wird. Daher giebt derselbe Ausdruck (1) das Po- 
tential einer Masse im Punkte 0, er möge der Masse an- 
gehören oder nicht. Dass das Integral eine Bedeutung hat, wenn 
die Dichtigkeit endlich bleibt, zeigt man leicht. Auch das so defi- 
nirte Potential hat eine Beziehung zu der Anziehung, welche 
erleidet. 

Die Frage nach der Anziehung, welche die Masse die einen 
Raum erflillt in einem Punkt im Innern der Masse ausübt, kann 
zwar wegen der Undurchdringlichkeit nicht gestellt werden. Man 
schneidet aber, wenn in der Masse liegt, ein kleines Stück b um 
O aus, berechnet die Componenten Sy etc. der Anziehung in auf 
welche, wie man unseren Untersuchungen S. 32 über die Wirkung 
unendlich naher Kugeln aufeinander entnimmt, das Ausfallen eines 
kleinen Massentheiles einen nur geringen Einfluss ausüben kann 
und versteht unter Componenten der ganzen Anziehung 
die Grenzen jener Componenten für abnehmende b. Berücksichtigt 



38 Potential, § 17, 1. 

man noch, wie oben, die Definition des Integrales einer discontinnir- 
liehen Function, so findet man: Die Componenten der Anziehung 
einer Masse, im Punkte O, er möge der Masse angehören 
oder nicht, sind 

I 

(c — z)dfi 



=/// 



wenn die Integration über die ganze Masse ausgedehnt wird. 

Wir werden im Folgenden nur über Massen handeln, die durch 
eine geschlossene oder durch zwei getrennte und geschlossene Flächen 
begrenzt sind, obgleich die Theorie uns eine solche Beschränkung 
nicht auferlegt und kaum zu modificiren ist, wenn noch mehr Flächen 
vorhanden sind, welche Körper begrenzen. Wir nennen unter den 
der Masse nicht angehörenden Punkten diejenigen, welche im 
hohlen Räume liegen, die man also nicht in's Unendliche führen 
kann ohne sie durch die Masse selbst zu ftihren, innere, die an- 
deren äussere. Wo eine Unterscheidung noth wendig ist hängen 
wir den Buchstaben V, 0, S, etc. den Index fi, a, i an, je nachdem 
es sich um inmitten der Massen gelegene, äussere ödere innere 
Punkte O handelt 

Dass das Potential und die Componenten einer endlichen Masse, 
welche sich auf Punkte Oa und 0» beziehen, einen Werth besitzen 
folgt ohne weiteres aus der oben gegebenen Erklärung des drei- 
fachen Integrals ron f(a, b, c) dt für ein endlich bleibendes f. Das 
Gleiche beweist man bekanntlich f)ir dieselben Functionen, wenn 
sie sich auf 0^ beziehen, durch Einführung von Polarcoordinaten 
statt der rechtwinkligen a, b, c auf S. 35. Man setzt nämlich 

a = x-^-Roosa, b = y-f ßsinacos/?> c = z-\-RsmaBmß, 

wo a und ß von bis tk^ resp. 2/1 wachsen. Ist k die (endlich 
gedachte) Dichtigkeit des Elements dju vom Volumen dt, also 

dfi = kdt = kRsinadadßdR, 

so wird erhalten 

r^ = /77*Äsinaöaö/JöÄ, S^ = ff/künacoBadadßdR^ 

H^ = fJYk&m'aeosßdadßdRy Z^ = /TV&sin'asin/J aa5/J3R, 
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In dieser Form bleiben die vier Fnnctionen, welche zu integriren 

sind, endlich; also sind die Integrale endlich und bestimmt. 

Ad merk. 2. Direct aus der Erklärung des Integrales in Anmerk. 1 konnte 
man den Beweis fuhren, dass Potential und Kraftcomponenten noch in einem 
Punkte Ofji, welcher der Masse angehört, existiren. Man geht hierzu davon aus, 
dass jene Grenzen von Summen wirklich vorhanden sind, welche wir abgekürzt 
durch 



fkdt r a — x . 



bezeichnen, wenn die Integration über ein Volumen W erfolgt, welches nach 
aussen willkürlich begrenzt wird, nach innen durch eine Kugelfläche mit dem 
Mittelpunkte oder [x, y, as]. Hier wird k als endliche, wenn auch nicht als 
überall continuirliche Function von a, b, c vorausgesetzt, so dass der Fall ein- 
geschlossen ist, in welchem man statt einer Kugelfläche eine andere Begrenzung 
wählen will. In der That hat man eine solche, wenn man in einigen Theilen 
des Kugelraumes k gleich Null setzt. 

Wir müssen zeigen, dass die obigen Integrale einer Grenze zustreben, wenn 
der Radius der Kugel um den Mittelpunkt sich der Null nähert. Nach den 
in Anmerk. 1 angewandten Prinzipien hat man zu diesem Zwecke nur zu be- 
weisen, dass dieselben Integrale beliebig klein werden, wenn sie sich auf den 
Raum zwischen zwei Kugeln mit dem Mittelpunkte = [x, y, z] beziehen und 
der Radius a der grösseren hinlänglich klein ist, während der der kleineren ß 
irgend eine Grösse zwischen und a erhält. Man führt den Beweis, indem 
man darauf hinweist, dass die Integrale kleiner sind als das Produkt je eines 
Integrales über dieselbe Schale 

rdi rdt 

J R* J R'' 

dieses multiplicirt mit K, dem grössten Werthe der Dichtigkeit in der Schale. 
Die letzteren Integrale sind aber resp. 

wie man findet, wenn man die Schalen durch Kegel, welche zum Scheitel 
haben, und durch concentrische Kugeln in unendlich kleine Theile zerlegt. Bei 
hinlänglich klein gewähltem Radius a sind also die Integrale beliebig klein. 

Zugleich hat man den Zusatz: Ist eine Masse und in derselben ein Punkt 
Ofi gegeben, so kann man von der Masse so viel fortnehmen, dass das Potential 
und die Anziehung in 0^^ selbst wenn dieser Punkt noch immer mit Masse 
umgeben ist, beliebig klein werden. 

Dieses vorausgesetzt komme ich jetzt zum Beweise des Satzes über die 
Differentiation unter dem Integrale, welchen man in der nachfolgenden Zu- 
sammenstellung auf S. 42 unter 3) findet, dass man nämlich hat 

dV ^ /] a-x , 

dass abo die Anziehungscomponente, wenn auch der Punkt x^ y, 2 der Masse 
selbst angehört, durch Difl'erentiation des Potentials erhalten wird, während sie 
doch ursprünglich, auf S. 38, durch das Integral auf der rechten Seite der vor* 
stehenden Gleichung definirt war. 



40 



Potential. 



§ 17, 1- 



Zum Beweise dieses Satzes gehl man von der Erklärung des Differenlial- 
([uotienten aus. Setzt man 

Lim i ,^_ *•"'* = V(x), 

so hat man aus derselben 

dr(x) ,. V(x+h)-v(x) 



dx 



= Gr 

A=0 



Es liege zunächst der Punkt ausserhalb der Massen (sei also 
ein Punkt Oa oder 0«). 

Dann wird V(x-{'K) — V(x)f für jedes h, die Grenze für n = oo einer 
Summe deren i^ Glied ist 

d. i., nach dem Taylor 'sehen Lehrsatze, wenn e eine Zahl unter 1 bedeutet, 
gleich 

., a^ — x — eh 

hk^tD,—r= r- =^' 

Dieser Ausdruck verschafft uns die Gleichung 

i ^-^ = Lim ZwX — in — 



Die erste Grenze ist von h unabhängig und gerade B» das mit tr^ft» multiplicirte 
Glied der zweiten Reihe wird für sehr kleine h selbst sehr klein, daher auch der 
Lim. der Summe für n = oo. Daher kann der DifTerentialquotient von V nach 
X sich vom ersten Gliede der rechten Seite, d. i. von By nicht unterscheiden. 

Wir beweisen hieraus die- 
selbe Gleichung für den Fall 
dass inmitten der Hassen 
liegt. Nach dem Vorhergehenden 
genügt es hierzu, wenn der Nach- 
weis für ein beliebig kleines Massen- 
stück, in dem liegt, geführt wird, 
oder endlich, da, nach dem Zu- 
sätze, B für ein solches sehr klein 
wird, dass man beweist, es könne 

QV 

-3— beliebig klein gemacht wer- 

ox 

den, wenn man nur das Massen- 
stück, in dem der Punkt 

liegt und auf welches sich das 
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Potential V bezieht, hinlänglich klein nimmt. Wir nehmen als solches, ohne 
der Allgemeinheil zu schaden (da k, wie schon oben bemerkt wurde, in ein- 
zahlen Stücken Null sein kann) des bequemeren Ausdrucks halber eine Kugel, 
die mit dem Radius a um den Punkt beschrieben ist, und setzen für h zu- 
nächst einen bestimmten Werth unter a. Von als Mittelpunkt aus lege man 
eine Kugel mit einem Radius ß, welcher ein aliquoter Theil, der m^ von h 
sein möge, ebenso um den Punkt Oj ^ [^-h^^Jf^^]- ^^ Raum, welchen 
diese beiden Kugeln einschliessen, bezeichnen wir ab Raum resp. 1, den Raum, 
welcher von der Kugel mit dem Radius a übrig bleibt wenn die ersten beiden 
ausgeschlossen sind, durch 2. Ferner bedeute P irgend einen Punkt im Räume 
0, 1 oder 2 mit den Coordinaten a, b, c. Es ist also 

o der Radius der grössten Kugel um 0, 
ß *• „ „ Kugel um 0, 

* *^ m 

Alsdann hat man nach der Erklärung des bestimmten Integrals für den 
Fall, dass die zu integrirende Function, wie bei uns, unendlich wird, wenn man 
das Potential der ganzen Masse, in mit V(x), also in 0, mit V(x 4- h) be- 
zeichnet, 

wo das erste Integral über die Räume 1 und 2, das zweite über und 2 zu 
nehmen ist. Daher wird die Differenz V(X'\-K)'—V(x) die Grenze für m := oo 
von folgendem Ausdruck 

/7_J l_\j, at 4- /"AA- A-Mi-. 

J^P.O, P^oJ ' '^J Pfi, J P,0 

Hier bezeichnet der an P^ k und t angehängte Index 0, 1 oder 2 den Raum 
zu dessen Punkten [a, b, c\ sie gehören, und über den also int^rirt wird. 

Das zweite und dritte von diesen drei Integralen werden, selbst noch 
durch h dividirt, mit h zugleich Null. Z. R. bei der Untersucliung des dritten 
geht man davon aus, dass ist 

OP,>00,-ß, h = mß, fJ^<^fh,dl,. 
Ist wiederum K der grösste Werth von k, so hat man also 

tJ-öp;^^^ h(h-ß)' 

Setzt man für ß seinen Werth, so ist klar, dass die rechte Seite, selbst wenn 
man m nicht unendlich nimmt, mit h zugleich zu Null convergirt. 

Bei der Untersuchung des ersten Integrales von den dreien geht man von 
der Belation aus 

1 1 __ h [a—x 1 a—x^h 1 "1 

Jfi,^Pfi'^Pfi^Pfi,\jÖP^'af]^ 0,P, "ÖPj 



h / 1 1 \ 

^ P.OA-PM. Wp. "^ OPJ 



,- j --- j 
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Das erste Integral getheilt durch h ist demnach 






In einem Theile des Raumes 2 ist OP, >• 0,P,, in dem andern OP^ <:,0^P^\ 
jedenfalls wird der vorstehende Ausdruck kleiner als 



J (o.p.y'^v (op,y 



Das letzte Integral ist kleiner als ^an, das erste als A(a-{-K)ny so dass die 
Summe beider» und gleichfalls ihr JiTfaches beliebig klein ist, wenn a klein genug 
genommen wird. 

Von den Eigenschaften des Potentials in einfach zusammen- 
hängenden Räumen, die zum grössten Theil in den von Herrn 
Grube herausgegebenen Vorlesungen*) von Dirichlet entwickelt 
sind, hebe ich hier die folgenden hervor, die sich auf Potentiale 
von körperlichen Massen beziehen, gleichviel ob ihnen an- 
gehört oder nicht angehört: 

1) Das Potential in 0, welches sich auf mehrere Massen be- 
zieht, ist gleich der Summe aus den Potentialen in von den ein- 
zelnen Massen. 

2) V und, wenn q die Entfernung des Punktes von irgend 
einem festen in der Endlichkeit liegenden Punkte vorstellt, qV 
sind continuirliche und endliche Functionen der Goordinaten x, y, z 
des Punktes 0. Ftlr ^ = oo wird qV gleich der anziehenden 
Masse. 

Dass der Ausdruck -^ för Ä = unendlich wird, steht nicht 

im Widerspruch mit der Eigenschaft der Endlichkeit des Potentials, 
da derselbe, nach unserer Einführung des New ton' sehen Gesetzes 
und der Definition des Potentials, in der That nicht ein Potential 
im ganzen Räume ist, sondern ein solches nur mit Ausschluss eines, 
wenn auch beliebig kleinen, Raumes. 

3) Die Gomponenten der Anziehung in findet man aus V 
durch Differentiation; man hat nämlich (s. S. 39) 

«^öF dV dV 

^-'a^' ^~"3^' ^"'di" 

4) Diese, sowie der Differentialquotient von V nach jeder Rich- 



*} Vorlesungen über die im umgekehrten Verhältniss des Quadrats der Ent- 
fernung wirkenden Kräfte. Leipzig, 1876. 
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tung*)^ bleiben selbst and mnltiplicirt mit q\ auch im Unend- 
lichen, continuirlich und endlich. 

5) In Punkten 0, welche der Masse nicht angehören (0« und 
0,), wird 

in Punkten 0^^ die der Masse angehören, in welche die Dichtigkeit 
der Masse k ist, wird 

wenn in ihrer Umgebung die Dichtigkeit k, welche differentiirbar 
Yorausgesetzt wird, sich continuirlich ändert. An der Begrenzung 
des Körpers selbst lässt sich JV ein bestimmter Werth nicht zu- 
schreiben. 

6) Die Eigenschaften des Potentials, welche unter 5) angegeben 
sind, könnte man in sofern bestimmende nennen, als sich V aus 
der Dichtigkeit der Masse bestimmen lässt; sie sind jedoch in sofern 
nicht bestimmend, als es mehrere Functionen giebt, die in ^F für 
V gesetzt dasselbe — 4nk liefern. Man beweist aber, dass eine Func- 
tion V in einem Räume, dass daher auch das Potential V im ganzen 
Räume in dem sich die anziehenden Massen nicht befinden, be- 
stimmt ist durch die Eigenschaften 2), 4) durch ^F = 0, und end- 
lich durch den Werth, welchen V an der Begrenzung an- 
nimmt 

§ 18. Das dreifache Integral (1), welches das Potential eines 
jeden Körpers ausdrückt, lässt sich fUr einige Körper, wie Kugeln, 
Ellipsoide, Gylinder, Kegel, mit Hülfe der Functionen, welche im 
I. Bd. behandelt wurden, in andere Formen bringen, in denen yer- 
schiedene Eigenschaften des Potentials hervortreten, unter denen 



*) Ist ein fester Punkt Pand eine in P beginnende Gerade PR gegeben, ist femer 
Q ein (beweglicher) Pnnkt auf derselben, / irgend eine Function des Ortes in jedem 
Punkte, so heisst Differentialquotient von / im Punkte P nach der Richtung PR die 
Grenze, welcher sich ein Quotient nähert, dessen Zähler der Werth von / im Punkte Q 
weniger dem Werthe tou / im Punkte P, dessen Nenner die Zahl PQ ist, wenn Q 
sich P nähert. War z. B. / als Function der rechtwinkligen Coordinaten x, y, z 
gegeben, und bildet die Richtung PR mit den positiven Richtungen der Axen Winkel 
<*! ßi Yi 80 ist der Differentialquotient von / nach der Richtung PR, die Gontinuität 
von / nach jeder Richtung vorausgesetzt, gleich 

cos a ,f(z) + cos/9 ./(y) + cos y .f'(z), 

also endlich und continuirlich, wenn es /'(x), f'(jf) und /'(z) sind. 
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diejenigen hervorzuheben sind, welche unten zur Auffindung einer 
Function aus bestimmenden Eigenschaften dienen, oder in solche 
Formen, die sich für eine angenäherte Berechnung eigenen, oder 
welche auf einfache Ausdrücke für V führen, wenn geeignete An- 
nahmen über die Beschaffenheit der Masse, d. i. über die Aenderung 
der Dichtigkeit von Punkt zu Punkt gemacht werden. In diesem 
Kapitel handeln wir über die Kugel. 

Festsetzungen und Bezeichnung: 

Der Radius der Kugel ist r; ihr Mittelpunkt zugleich der An- 
fangspunkt der Goordinaten. 

Xy y, » sind die rechtwinkligen Goordinaten des Punktes 0; 
a, b, c zunächst solcher Punkte, welche den anziehenden Massen 
angehören. Man setzt 

X = rcosö a = «cosiy 

y = rsindcosv^ b = seintjQo^w 

« = rsindhinip c = «sinT^sinoi; 

O<0<n, 0<t/;<27i;; 0<J7<7r, 0<cti<2fr; 



cosy = cosöcosjy-f sinösinijoos(V; — w). 

Die Dichtigkeit im Punkte a, b, c ist k[a,b,c] oder k(s,f],(o) oder 
schlechtweg k. Daher ist k eine solche einwerthige Function von 
8, fj, fi>, die für » = von jy und w, für ly = von to unabhängig 
wird. 

Ä' = (aJ-a)» + (y-6)' + (»-c)' = r'-2r»cosy + «»; 
dadbdc = s^BintjdtjdcDds; TR = 1. 

Einen bestimmten Werth von r oder s bezeichnen wir durch r; 
treten zwei solcher Werthe zugleich auf, so heissen sie r^ und r, 
und zwar ist tj < r^. Unten führt man statt r den Logarithmus 
ein durch die Gleichungen 

r = e*', Xq = c*'«, r, = c^«. 

Der Ausdruck (1) für V verwandelt sich durch Einführung der 
Polarcoordinaten in 

(1, a) . . . V = / smwö»/ du)/ . / ' — - 

% i ^0 >^r^-2r#cosy + «» 

Wir betrachten das Potential bei gegebener Dichtigkeit 
gesondert in jedem der drei Räume a, i, /u. 

1) Das Potential Va der Kugel im äussern Punkte Oa, und 
zwar zunächst einer vollen Kugel, nachher der Kugelschale. In 
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diesem Falle ist r>8, so dass T sich (I. 11) nach absteigenden 
Potenzen von r in eine bis in die Grenze der Convergenz r = r 
conyergirende Reihe entwickeln lässt Man hat daher 

(2)... ^« = i-i,X(«), (r>r), 

«=0 ' 

/r /»Ti /^2n 

s^-^^dsj sin 7j dfij k(s, rj, w) P(»)(cosy)öw. 

u 

Die Functionen X^^\ nach denen V durch (2) entwickelt wird, 
sind Eugelfunctionen n^" Grades in Bezug auf die Veränderlichen 
6 und tffy da die Functionen P"(cosy) solche Functionen sind. Aus 
letzteren entsteht nämlich X*, wie (3) zeigt, durch Multiplication mit 
Constanten, und durch eine Addition derartiger Produkte, nämlich 
durch Integration derselben nach Constanten in Bezug auf d und tp. 

Verschiedene Umformungen von -X(">. Wir setzen an die 
Stelle der Dichtigkeit k ihre Entwickelung nach Eugelfunctionen, 
die hier durch K bezeichnet werden. Um hieraus einen Nutzen 
ziehen zu können muss man annehmen, k sei so beschaffen, dass 
diese Reihe für alle s von bis r in gleichem Grade convergirt. 
Die Entwickelung geschieht nach I. 433, (a) u. (6); man erhält 

11=4 
K(')(», V' «) = ^"^^ /"sin gag/^"fc(», e, v)P<")(co8y)Öv;, 



and hieraus nach I. 327, (e) 

(a) . . . XC) = -2^y V(», 0.rp)tf+'ds. 



Diese Formel ist dann zur Verwendung bequem, wenn man 
aus k ohne grosse Mühe die K in einfacher .Form aufstellen kann. 
Im allgemeinen formt man aber (a) mit Hülfe des Additionstheorems 
I. 312 noch weiter um. Setzt man nämlich in den vorstehenden 
Ausdruck von K durch ein Doppelintegral statt P die Reihe aus 
(52) ein, so erhält man 

o?^ = (-lyaiy smT]dr)/ k(s, 7], w)&y\ri, w)Öw, 



/* II /*^Tl 
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Hier ist 2* bo zu verstebeB me in der Anm. zu I. 201, d. i. so dass 
das v = entspreehende Glied halb genommen wird; ferner sind 
a, C, S die Ausdrücke I. 312 und 320, also 

•^ ~ n(n + v)n(n + v) ' 
&r\r], (o) = Pi"^(cosi7)co8y«, S?^(j?, (o) = P^r\<iOBf/)sinv(o. 
Durcb Einsetzen dieser Werthe in (a) entsteht schliesslich 

(3, a) ... XW = £'&r\0> rp)f\^:^9^^'^d9 + Ä?^(ö, v)/^a?V+>ib. 



Bisher haben wir das Potential einer vollen Kugel betrachtet. 
Wird aus derselben eine concentrische mit dem Radius r, heraus- 
geschnitten, so ergiebt sich das Potential der ttbrig bleibenden, yon 
zwei concentrischen Kugeln begrenzten Schale, nach § 17, S. 42, 
No. 1, durch Subtraction der beiden Potentiale, in demselben 
Punkte Oay die sich das erste auf die grössere das zweite auf die 
kleinere Kugel beziehen. Fttr eine solche, aus zwei concen- 
trischen Kugeln gebildete Schale gelten also noch immer 
die Formeln (3), (a), (3, a), wenn die s&mmtlichen Integrale 
nach $9 statt von an, von r, an bis r oder bis r«, wie wir 
wegen der Symmetrie sagen, genommen werden. 

2) Das Potential der Schale im Punkte O,. In diesem 
Falle ist r<r, <To zu nehmen, so dass sich V aus (1, a) nach 
aufsteigenden Potenzen von r entwickeln lässt. Man erhält da- 
durch die Gleichungen 

(4) . . . F, = Jr-Xf^ 

«=0 

Auch diese Formel gilt bis in die Grenze, d. i. bis r = r,. 
Der Ausdruck für C und S aus I. 321, (54, a) zeigt sofort dass 

eine ganze Function n^" Grades von x, y und a ist. Hieraus und 
aus (4) folgt der Satz: 

Ist die Dichtigkeit injedem Punkte der Masse eine ganze 
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Function m^ Grades der rechtwinkligen Coordinaten des- 
selben, so ist das Potential V in 0« gleichfalls eine ganze 
Function m*®° Grades der Coordinaten x, y, z von 0,. Ferner 
zieht man aas (2) und (3): In demselben Falle ist V in O« 
eine ganze Function m^" Grades von x, y, z diyidirt durch 
^2m-+-i Ersetzt man x, y, % durch r, ö, \p so kommt im Nenner 
keine höhere als die n+l** Potenz von r vor. 

3) Das Potential der Schale im Punkte 0^. In diesem 
Falle befindet sich r zwischen r, und r^^; legt man durch 0^ eine 
den gegebenen concentrische Kugel, so zerfällt man die gegebene 
zusammenhängende Masse in zwei, nämlich in eine Schale begrenzt 
von Kugeln mit den Radien t] und r, und eine zweite auf die sich 
r und Tq beziehen. V^ ist die Summe der Potentiale beider Schalen 
im Punkte 0^, der für die erstere als ein äusserer (in der Grenz- 
lage) fbr die zweite als ein innerer gilt. Man erhält, durch An- 
wendung der Gleichungen fQr V im 1. und 2. Falle, schliesslich 

(5) . . . F^ = J '2^Jr ['•"'""y^^«*'^"^ + r-f'^Ks'-^ds^ 
oder, in weiter ausgeführter Form, 



+ S^:\e, ^li) [r-»-»y V;V+» ds -f- ^»/'^"al*^«»-" ds\ - 

Anmerkung. Durch Zusammensetzung der unter 1) und 2) 
gewonnenen Resultate ergiebt sich auch das Potential in einem 
Punkte des hohlen Raumes der entsteht, wenn man aus einer 
vollen Kugel durch zwei ihr concentrische Kugelflächen das zwi- 
schen diesen beiden liegende Massenstück herausschneidet. Ein 
solches Potential vrird im § 21, Ko. 3 betrachtet. 

§ 19. Wir suchen das Potential in einigen speciellen Fällen 
auf, in welchen der Dichtigkeit k besonders einfache Werthe er- 
theilt werden. 

1) Es sei ft= 1. Die Entwickelung von k nach Kugelfunc- 
tionen reducirt sich dann auf ein einziges Glied ür(^> = 1 und man 
erhält aus § 18, 1—3 die bekannten Sätze 

F. = ^.iL^, K. = 2<r:-r:), V,^2n(x\^\r^^i^), 
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nach denen also F« so gross ist wie das Potential einer beliebig 
kleinen bomogenen Engel mit demselben Mittelpunkt nnd derselben 
Masse wie die gegebene, während F« in allen Punkten O» eonstant 
bleibt 

2) Es sei k = f(s\ d. i. die Dichtigkeit im Punkte (a, b, c) sei 
nur eine Function seines Abstandes vom Mittelpunkte. Man hat 
wiederum /T^") = wenn « > 0, und *'('*> = f(s\ also 

Va = *^ f^fisydt, V. = 4n/^f(s)sds, 

3) Es sei k eine ganze Function der Goordinaten a, b, c. 
In diesem Falle kennt man bereits das hauptsächliche Resultat im 
allgemeinen (S. § 18, No. 2 am Schluss). Man gelangt aber ein- 
facher zum fertigen Resultate als nach den allgemeinen Methoden, 
indem sich hier die Entwickelung von Ar nach Eugelfunctionen K 
yerhältnissmässig leicht auafthren lässt. Denn jede ganze Function 
der Goordinaten zerfällt in eine Summe von homogenen Functionen 
derselben; das Potential, welches der Summe entspricht, ist aber 
die Summe der Potentiale, welche den einzelnen Summanden ent- 
sprechen, und dadurch unsere Aufgabe auf die speciellere reducirt, 
das Potential K aufzusuchen, wenn die Dichtigkeit ft[a, 6, c] 
als homogene ganze Function m^° Grades von a, b, c ge- 
geben ist. 

Aus I. 324 -> 325 kennt man eine einfache Methode zur Ent- 
wickelung solcher Function Ar nach Kugelfunctionen. Setzt man in 
die ganze Function k statt a, b, c die Goordinaten x, y, js so findet 
man durch mehrfache Differentiationen nach x, y, a, wie dort an- 
gegeben wurde, eine Reihe ron Eugelfunctionen der Veränderlichen 
und tp, nämlich YH F'»-^)^ etc., schliesslich F») oder YW je 
nachdem m eine ungerade oder gerade Zahl bezeichnet, von der 
Beschaffenheit, dass identisch ist 

(a) ... k(x, y, ») = YC^'O -f r' Y("»-2)r* F'«"*) + • • ., 

wo jede Eugelfunction Y(**> zugleich eine ganze homogene Function 
yiten Grades der Goordinaten x^ y, s wird. Die Dichtigkeit im Punkte 
[a, b, c] findet man selbstverständlich aus (a), wenn man in den Y 
statt Xf y, % setzt a, b, c und s statt r. 
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Die in § 18, (a) S. 45 und die in (4) vorkommende Function Ä^ 
ergiebt sich leicht aus Y. In der That wird identisch 

wenn m—n eine gerade positive Zahl vorstellt, sonst Null. Da 
femer Y^*^ gleich r" mal einer von r unabhängigen ganzen Function 
ist, so wird 

auf der rechten Seite kommt s nur in «"* vor, so dass die Integrale 
(a) und (4) im § 18, für X« und X,^ sofort ausgeführt werden können. 
Man findet dann als Entwickelung von V nach Eugelfunctionen die 
endlichen Reihen 

W . . . ^ - f (2n+l)(m + 2-fi) ^^' ^' ^ ^ ' 

wenn die Summation nach n sich auf die Werthe m, m— 2, m— 4, etc. 
bis 1 oder bezieht. Dies ist das fertige Resultat, welches im § 18 
No. 2 angedeutet wurde. 

Eine Entwickelung von F^ nach Kugelfunctionen übergehe ich ; 
man stellt sie aus (ß) und (/) ebenso her wie (5) aus (3) und (4) 
gebildet wurde. 

Als Beispiele lasse ich die Ausdrücke ftir das Potential, oder 
vielmehr ftlr die Werthe der Y folgen, aus denen V nach (ß) und 
{y) gebildet wird, wenn für h die allgemeinste homogene Function 
des Grades m = 1, 2 oder 3 genommen wird. Der Fall m = ist 
bereits durch No. 1 in diesem Paragraphen, d. i. durch Behandlung 
des Falles fc = 1, erledigt. Zur Abkürzung der Formeln werde ich 
fhr a, b, c und x, y, z setzen a,, a„ a,; x^^ x^^ o;,, und durch das 

vor einem Gliede stehende j^ die Summe der drei Glieder be- 
zeichnen, welche aus ihm durch cyklische Vertauschung der Indices, 
in der Ordnung 1, 2, 3, 1, etc. entstehen. Die Buchstaben a, ß, y 
sind irgend welche Gonstante. 
a) m = L 

Die Dichtigkeit der Masse im Punkte [an^Va, a,]? ^^^^ ^^^ ^'^' 
herigen Bezeichnung im Punkte [a^ h, c\ , ist 

Heine, AnvenduDgen der Kugelfanctiooeo. 2. Aufl. 4 
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Tollständig geaehrieben 

Es giebt nur ein Y, n&mlich 

Bei dieser Art von Vertheiliing der Masse im Körper ist (offenbar) 
die Dichtigkeit in jedem Punkte gleich, oder proportional, seiner 
Entfernung e von einer durch den Mittelpunkt der Engel gelegten 
Ebene, wenn die Entfernung nach der einen Richtung mit dem 
positiven, nach der anderen mit dem negatiren Zeichen yersebeii 
wird« Unsere Formel (ß) zeigt, dass bei dieser Vertheilung der 
Masse die Kugel nach aussen hin dieselbe Wirkung ausflbt 
wie ein Magnet auf einen entfernten Magnetpol, nämlicb 
eine solche, dass das Potential F« gleich einer Constanten mal er~^ 
ist; fbr einen innem Punkt hat man nach (/) die Gleichung 

Vt == e.const 

6) m = 2. 

c) m = 3. 

Will man diese Ausdrücke in die gewöhnliche Form der Kugel- 
functionen bringen I. 323, b, so führt man statt x, y, z, d« i. statt 
a?j, x^j x^ die Polarcoordinaten ein, und erhält im Falle (a) 

r-^Y(>^^ = yiCosÖ-f-8inÖ(y,co8t^ + y,sint^), 

im Falle (6) 

r-9y(2) — (cos'Ö— J)ßy, — 8inöcosÖ(cr,cosV'4-a,BinV^) 

+ i8in^ö[(y,— y,)cos2^ + a.sin 2i^] , 
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and im Falle (c) 

5f-iY<i) = (3y, + a,+ft)cosö 
+ 8iiiö[(3y, + a, + A)cosi^+(3y, + a, + /»j8mV^], 

-i8inö?p(i\[(a, + 3y,-4ft)coBip+(^, + 3y,-4a,)8mV/] 
+ jSF^m'0^%[(4a, - 3y,- /9Jcob2v/ -(4ft- 3y - «3)811121//] 

+iBin»ö5ßW[(y^_aJeos3V/-(y,-A)Bin3V/], 
wenn man wie L 202 setzt 

§ 20. AuB den Anfidrtteken für F im § 18 lässt sich auch das 
Potential einer Schale herleiten^ welche daroh beliebig gelegene, 
nicht mehr coneentriBche Kugeln gebildet wird. Im Zusammen- 
hang hiermit handeln wir allgemein über die Bestimmung des Po- 
tentials einer Schale, welche nach aussen durch eine gegebene 2u- 
sammenhingende Fläche @, nach innen durch eine zweite gegebene 
@ begrenzt wird, aus der Dichtigkeit. 

Einen analytischen Ausdruck für das Potential besitzt man auch 
fbr diesen Fall, indem man nämlich das dreifache Integral (1) über 
alle Punkte ausdehnt, welche der Schale angehören. Es giebt aber 
noch einen zweiten Weg, indem man das Potential des einzigen 
ToUen Körpers (S bestimmt, dem man eine Dichtigkeit giebt, welche 
zwischen den Flächen 6 und @ mit der gegebenen der Schale über- 
einstimmt, die aber innerhalb des Baumes @ verschwindet, oder 
eine« solche die dort imaginär wird, so dass man im letzten Falle 
nur den reellen Theil des Integrals beizubehalten hat um das Re- 
sultat zu gewinnen. Dieses Verfahren würde jedoch die analytische 
Schwierigkeit, welche die Forderung einer Vereinfachung des drei- 
fachen Integrals darbietet, nur auf eine andere Stelle übertragen, 
nämlieh auf die Herstellung eines einfachen Ausdrucks fQr die nun- 
mehr discontinuirliche Dichtigkeit Zu einer einfachen analy- 
tischen Bestimmung des Potentials ftthrt ein solches Verfahren in 
der Segel nicht wenn es nicht gelingt, passende Coordinaten ein- 
zufbluren, durch welche nämlich die Dichtigkeit in dem gegebenen 
Baume sich einfach ausdrücken lässt. Indem wir hier von Methoden 
handeln, welche mit Erfolg zur Vereinfachung der Ausdrücke an- 
gewandt werden, denken wir uns die Dichtigkeit in jedem Punkte 

4* 
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der Schale als Function des Ortes so analytisch gegeben, dass 
diese Function zwar nur für Punkte der Schale die wirkliehe 
Dichtigkeit vorstellt, aber fbr alle Punkte im Innern von (S noch 
eine Bedeutung behält, wie es z. B. der Fall wäre, wenn die 
Dichtigkeit der Schale constant oder auch als ganze Function der 
Coordinaten a, b, c gegeben ist Die Aufgabe der Aufsuchung des 
Potentials der von zwei beliebig gegebenen Flächen begrenzten 
Schale ist dann durch S. 42, No. 1 auf zwei des yoUen, Ton je einer 
beliebig gegebenen Fläche begrenzten Körpers zurückgeführt. 
Man hat nämlich aufzusuchen: 

1) das Potential des vollen Körpers @, 

2) das Potential des vollen Körpers 6* 

in dem gegebenen Punkte O, der ftr jeden von den beiden 
vollen Körpern ein äusserer Oa, oder ein inmitten der Masse ge- 
legener Ofi sein kann; ein anderer Fall kann nicht eintreten. Ist 
O ftlr @ ein äusserer, so ist er es auch fbr 6; liegt in der Masse 
der Schale, so liegt er auch in der Masse des Körpers ^ ist aber 
ftir den Körper (S ein äusserer; liegt er in dem von @ umschlossenen 
Raum, so liegt er inmitten der Masse der beiden Körper 6 und (S. 
Beziehen wir die Buchstaben v, u>, V auf die Potentiale resp. des 
vollen Körpers (S, oder des vollen Körpers @, oder der Schale, so 
hat man also 

V„ = Va — U>af Vfi = Vft — tOa9 ^i = ^f» — •P^- 

Somit ist die Bestimmung des Potentials der Schale in den drei 
Fällen Yay F^, F, auf die Bestimmung des Potentiales eines vollen 
Körpers in zwei Fällen t?» und €^ und eines zweiten vollen in tf wei 
Fällen, fOa und u>ia zurttckgefbhrt. 

Die Bestimmung eines Potentiales in einem Punkt 0^ kann 
zuweilen leichter ausgeführt, d. i. das Potential kann leichter in 
eine einfache Form gebracht werden als im Punkte O«; im allge- 
meinen gilt sie aber fhr die schwierigere, und daher zerlegt man 
sie weiter. Um z. B. v^ zu finden, legt man durch 0^ eine ge- 
schlossene Fläche %^ die man, was wohl zu beachten ist, nach 
Gutdünken wählt Dann hat man das Potential der von @ and 
% begrenzten Schale, und ausserdem des von % umschlosseneu 
Körpers, in einem Punkte, der auf der Grenzfläche % liegt, zu suchen. 
Für die Schale ist ein solcher Punkt als Grenzfall (S. 42, No. 2) 
eines inneren 0^, flUr den Körper % als Grenzfall eines äusseren O^ 
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zu betrachten. Die Aufgabe, das Potential der eben erwähnten 
Schale zu bilden ist aber leichter als die ursprüngliche, weil ihre 
eine Begrenzung gewählt, also möglichst bequem angenommen 
werden kann. Aehnlich verfährt man mit dem Körper, dessen 
Potential u> ist 

War @ oder (S eine Eugelfläche, so nimmt man fttr % eine 
concentrische, war @ oder @ ein ElUpsoid, so wählt man fttr % 
ein confocales, auch wohl ein concentrisches ähnliches und ähnlich 
liegendes Ellipsoid. Die Bestimmung des Potentials einer 
Schale, die von zwei beliebigen Kugeln, oder Ellipsoiden, 
oder einer Kugel und einem Ellipsoid begrenzt wird, ist 
hiermit zurückgeführt auf die Bestimmung des Potentials 
von Schalen, die begrenzt sind allein von zwei concen- 
trischen Kugeln oder von zwei concentrischen Ellipsoiden. 

Beispiel. Mit Hülfe der Ausdrücke (ß) und (/) S. 49 lässt 
sich das Potential einer homogenen Schale, welche von zwei beliebig 
liegenden Kugeln begrenzt wird fertig, ohne dass noch Integrationen 
auszuführen bleiben, angeben, weifn die Dichtigkeit der Masse in 
jedem Punkte eine ganze Function seiner Goordinaten ist. Wir 
behandeln z. B. den Fall, in dem die Kugelschale die Dichtigkeit 
1 hat. Aus einer Kugel von der Dichtigkeit 1 , mit dem .Mittel- 
punkt C und dem Radius r^ wird also eine Kugel mit dem Mittel- 
punkte D und dem Badius r, herausgeschnitten. Das Potential der 
Schale im Punkte wird gesucht. 

Aus dem Vorhergehenden und § 19, No. 1 folgt: Ein äusserer 
Punkt bewegt sich unter dem Einfluss der Anziehung dieser 
hohlen Kugel so, als ob er nach einem festen Gentrum 
(nämlich nach C) nach dem Kewton'schen Gesetze ange- 
zogen, von einem zweiten (nämlich von D) nach demselben 
Gesetze abgestossen würde. Die in C und D concentrirten 

Massen sind gleich -o-tj, resp. -s-rj zu setzen. 

Das Potential F« ist 

y _ ^^( rl r?_\ 

" "" 3 voc ODy 

Setzt man die Gentrale CD = c, femer die Länge der Pro- 
jection des Punktes auf die Gentrale CD, von C an gerechnet, 
gleich X, so wird das Potential der Schale in dem innem hohlen 
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Baume 

Daherwirkt auf einen in dieser Höhlung befindlichen Punkt 
eine Kraft die ähnlich der Schwerkraft ist, d.i. eine Kraft, 
die parallel der Centrale DO ist und gleich einer Constanten, näm- 
lich ^cn. 

Vorgreifend bemerke ich (m. vergl. § 46), dass man ein ähn- 
liches Besultat wie das fbr den Punkt 0» der Kugelhöhlung geltende, 
auch ftlr eine aus ähnlichen EUipsoiden gebildete Schale erhält 
Das Potential eines vollen homogenen Ellipsoides mit der Dichtig- 
keit 1 und den halben Hauptaxen a, ß, y ist nämlich, wenn diese 
Axen zugleich die Coordinatenaxen sind, im Punkte 

wenn a fhr den äusseren Punkt den positiven Werth bezeichnet 
welcher, statt s gesetzt, das Element des Integrals zu Null macht, 
aber Null vorstellt, wenn in der Masse oder auf der Begrenzung 
des Ellipsoides liegt. Daher hat F^ die Form 

wenn m, p, q, r Constante bezeichnen, deren Bedeutung die Ver- 
gleichung dieser Formel mit der unmittelbar vorhergehenden zeigt 
Ein ähnliches Ellipsoid mit demselben Mittelpunkt, gleicher Lage 
der Axen, und Halbaxen von der Länge or,, j9i, y^ giebt als Potential 
in demselben Punkte, wenn es ihn in sich enthält, 

ma J — pa:*— ^y '— rs', 

so dass dieser Ausdruck sich nur durch das erste Glied von dem 

vorhergehenden fUr F^ unterscheidet. 

Das Potential eines ElUpsoides, wenn die Axen parallel mit 

sich selbst verlegt werden, so dass der Anfangspunkt (a, b, c) wird, 

ist also 

ma]^p(x-ay+q(y-^by+r(z^cy. 

Folglich ist das Potential der Schale, welche nach aussen durch 
das Ellipsoid mit den Halbaxen a, ß, y und Idem Mittelpunkte 
(0, 0, 0), nach innen durch das ähnliche und ähnlich liegende mit 
den Halbaxen a^, ß^^ y^ und dem Mittelpunkte (a, b, c) begrenzt 
wird, in dem Punkte des hohlen Baumes 0« = (x, y, i) 
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80 dass für die Wirkung der ellipBoidiseheii excentrischen Schale 
auf einen im hohlen Baume liegenden Punkt 0« dasselbe gilt wie 
f&r die excentrische Eugelschale; für beide ist das Potential eine 
lineare Function der Goordinaten des Punktes. 

§. 21. Bisher wurde das Potential im massenerfüllten und im 
leeren Baume aus der Dichtigkeit abgeleitet ; hier wird sein Werth 
im leeren Baume (F« oder F», aber nicht F^) gefunden, wenn F 
auf den Kugelflächen, gegeben i>st, welche die Masse be- 
grenzen. Hier wird also für Eugelflftchen das wirklich aus- 
geführt, dessen Möglichkeit für alle Flächen auf S. 43 unter 6) an- 
gegeben wurde. 

1) Nach aussen seien die Massen durch eine Eugelfläche mit 
dem Badius r begrenzt; auf der Grenzfläche, also für r = r, sei F 
im Punkte (r, 0, tp) eine gegebene Function f(0, tp). Man ent- 
wickele f(0, i/i) in eine Beihe von Eugelfunctionen, und setze 

(a) ... f(ö, xp) = r<o)+ rw+ rW-Fetc. 
Nach der Gleich. (2) muss diese Beihe mit 

JlXW+ -i-ia) + -^XW-1- etc. 

übereinstimmen , so dass man erhält X^») = r"+* Y<^\ und hieraus 
das Potential in jedem äussern Punkte (r, 0, tfi) 

(b)... Fa = J(-^)'^V), (r>r). 

Setzt man für Y den Werth ein, welcher ihm nach I. 433, 6 zu- 
kommt und führt die Summation nach n aus, so entsteht 

(&')... y^-'^-^J «W (.»-.2rrcosy-fO* ' 

2) Die Masse sei nach innen durch eine Eugelfläche mit dem 
Badius r^ begrenzt. Heisst in dem Punkte (r^, ö, \p) das Potential 
dieser Schale f^O, %p) und ist 

(«') . . . /;(«> ^) = y\'^+ n^+ r?^+ etc. 
seine Entwickelung nach Eugelfunctionen, so geben die Glei- 
chungen (4) 

(c)... F,= j(-f)V«), (r<rj 
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woraus man, wie oben, durch Summation erhält 

3) Aus einer ToUen Kugel sei eine Schale durch zwei con- 
centrische Kugeln ausgeschnitten, so dass jetzt gerade der Raum 
zwischen den Kugeln mit den Radien x^ und r^ leer bleibt, welcher 
in den beiden vorhergehenden Fällen die Masse enthielt Das 
Potential der ganzen vorhandenen Masse sei (^{0, tp) für r ^ r« and 
fX^> 1^) fhr r = ti', wir suchen das Potential F, der Masse in dem 
leeren Räume. Der Theil derselben welcher, vom Mittelpunkt aus 
gerechnet, jenseits der grösseren Kugel liegt, giebt zu demselben 
einen Beitrag, dessen n^ Glied nach (4) die Form hat r"JCW, der 
Theil, welcher diesseits der kleineren liegt, nach (2), ein n^ Glied 
von der Form r-^-^X^fi. Man hat also, wenn man f^ und f^ nach 
(a) und (a') entwickelt und r einmal gleich r^, einmal gleich r, 
setzt, zur Bestimmung von X^"") und X^fi die linearen Gleichungen 

r:x(r)+rr-^xw = rw, 

Die Werthe von X^ und X,, welche man durch Auflösung derselben 
erhält, hat man schliesslich in die Gleichung zu setzen 

K, = J r»X(«)+r-"-iXW, (r, < r < ro). 

ns=0 

Dadurch entsteht folgender Ausdruck fUr K^ durch die aus f^ und 
f^ bekannten Functionen Y^ und Y^: 

* :^ r;rr*-^~rir7*-^ 

Man kann denselben noch transformiren, indem man GXt r eine 
neue Veränderliche a einfuhrt und setzt (s. S. 44) 

r = c*', r^ = c*'s r, = c*'«. 
Wenn o alle Werthe von a^ bis a^ durchläuft, so erhält r alle 
Werthe die dieser Veränderlichen zukommen, nämlich von r, bis 
Tq. Durch diese Substitution nimmt V in dem leeren Räume, wo 
a, < CF < or^ ist, wenn man noch fi + ^ = i/ setzt, die Form an 

(d)... K.i/^= T^,i Biny-iT.) yo.)+/r-;i "^y»-*^) yr.). 

Ist z. B. das Potential auf jeder der beiden Flächen constant, 
gleich c^ für r = r^, gleich Cj für r = r,, so wird F^^) = c^ und 
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y(o) =*c^y also in dem leeren Baume zwischen den beiden Kugel- 
flächen 



Auch in diesem dritten Falle kann man die für das Potential 
gefundene Formel, hier (d), noch weiter umformen, indem man 
statt der Y, wie es frOher in (b) und (c) geschah, die ursprünglich 
gegebenen Functionen f einführt. Dann findet man 



wenn man setzt, wie oben, v = n+i, und 

A ^/o I i\ sinyiC^y — a,) „. .. >. 

>! ^/o I i\ 8inyt((y.--a) .^ .. . 

Die ziemlich einfache Reihe A^ und die aus ihr durch Ver- 
taoBchung von a^^ und a^ untereinander sofort entstehende A^ lassen 
sich übrigens durch das Integral aus einer elliptischen Function 
Summiren. Ersetzt man nämlich P durch das zweite der Integrale 
L (7, fr), welche H. Mehler aus den Dirichlet'schen abgeleitet hat, 
setzt also, wenn man fUr y den positiven Werth unter n nimmt. 



n(^\/ \ 2 /"^ sin^x^x 
P(«)(cosy) = — / —===£=^ 



y2(cosy— cosx) ' 
so wird 

nJ y2(cosy — cosx) ' 
wenn man die Bezeichnung einführt 



Man setze 



«=0 ' 8mw(ff„— ff,) 



*^0 



so dass 9 kleiner als 1 ist; alsdann geht B^ in den Differential- 
quotienten nach a von 

4j-p^-^[sint'(((y-a,)t + x)--8in»'((cr--(7,)i-x)] 
«=0 -i — 9 



58 PotenlüiL § 21, 5. 

Aber, d. b. nach Jaeobi'seher Bazeiebnang in den reellen Tbeil ron 

4kK d 



jtK d / . K , , .A 



= ^2. < sin):Bin(»+ ^j_ ^ 8m2x8m2^+ ^r-^-g-si^^SxsinSaj + etc. 



Die Angf&hrung der Differentiation, und die Darstellang des ganzen 
Ansdrueks durch die elliptischen Functionen von 

— X und — (ß — o.) 

hat keine Schwierigkeiten. Man erhält also statt der Summe, welche 
sich auf der rechten Seite von (d) befindet, ein dreifaches IntegraL 
Dieselben Besultate findet man, wenn man B nicht auf den Diffe- 
rentialquotienten Yon dem Sinus der Amplitude, sondern auf das 
Quadrat eines solchen Sinus zurflckftlhrt; dies geschieht durch die 
Gleichung 

(■2ir) [«^'^7f (^ + X)-sin*am— (x-x)J 

4 sm2ysm2^-f ^ ^ - 

Während man seit Jacobi weiss, dass Reihen wie die Air B, 
deren allgemeines m^ Glied wesentlich der Quotient von Sinus der 
gleichen Vielfachen der verschiedenen Veränderlichen x und y, also 
wesentlich siniiia;:sinmy ist, durch die elliptischen Functionen sum- 

mirt sind, z. B. wenn m alle ungeraden positiven Zahlen durchläuft 

2Jra? 
durch sin am , wobei y in die Gonstante q oder JSf eingeht, 

habe ich seit vielen Jahren vergeblich versucht solche analoge 
Reihen einfach zu summiren, deren allgemeines Glied der Quotient 
P'"(a?):P'"(y) ist. Die Analogie der trigonometrischen mit den Kugel- 
functionen, die ich oft hervorgehoben habe, z. B. in der Darstellung 
beider durch vielfache Differentialquotienten (I. § 6), fbhrte bis jetzt 
noch nicht auf einen Summenausdruck, den ich hätte bei den Unter- 
suchungen über das Potential des Rotationsellipsoides verwerthen 
können. Vergl. § 41. 

Ein besonderes Interesse kommt, wie sich im § 29 zeigen wird, 
dem Falle zu, in welchem die gegebenen Functionen f^(ö, t//) und 
fSßi V') ^^® reciproken Entfernungen T^ und l^ eines beliebig ge- 
gebenen festen Punktes (unten heisst dieser Punkt der Pol) von 
den Punkten (0> v^) sind, welche auf den Eugelflächen r = r^ und 
r = Tj liegen , zumal wenn dieser feste Punkt sich in dem Räume 
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befindet, welcher von den beiden Flächen eingeschlossen wird. In 
diesem Falle lassen sich swei von den drei Integrationen ausführen, 
welche in dem Ausdruck (d) f&r F^ vorkommen und man erhält für 
K« einen Ausdruck der wie A^ beschaffen ist, der nämlich nur eine 
einfache Integration einer elliptischen Function verlangt. 

Um dies zu zeigen bezeichnen wir die Goordinaten des festen 
Punktes, des Poles, mit *, tj, «, wo rj < « < r^, und setzen log« = t. 
Alsdann ist 

fo(^^ V') = [r;-25toCosy + **]-i, 

also die Entwickelung von /^ nach Eugelfunctionen 

f,(<>,V) = J-rSrnoo8y). 

Aehnlich wird die Entwickelung von fi. Setzt man die hieraus 
hervorgehenden Werthe der F in (et) ein, so findet man fttr 
diesen Fall 

i^r, = J e-K^o-T) Bmyty-CTx) p(n)(eosy) 

. ^/-._-x sinvi((Tft— u) -J..W V 

smy»C^jj— aj ''^ 

Die rechte Seite transformirt man durch die Gleichungen 

6r-^siny = (coste + tsiniaj)siny 

= ißiii(y+fe)+isin(y— taj)+YCOs(y— ir)— yCos(y+M?). 

Diese Gleichung multipUcirt man mit P(*^(oosy) und setzt auf der 
rechten Seite hierfür das Integral aus der ersten Gleichung in 
L (7, 6) in den ersten beiden Gliedern, das Integral aus der zweiten 
Gleichung im dritten und vierten Gliede. Vorher verändert man 
aber die Grenzen und y, resp. y und n der beiden Integrale in 
— y und y resp. y und 2n^y, Dadurch entsteht 

„ . r^.. . fr sin(y+i^+«^) + 8iö(y + ia— *») j 

2f»r^smyF»>(cosy) = / vy -r a r / , yy i _a y_^^ 



y2(cosx— cosy) 



_ r^-Y sinf 



y V2(cosy— cosx) 

Um das erste Glied auf der rechten Seite des Ausdrucks von F« 
umzugestalten macht man 
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(&r das zweite maeht man 
Setzt man noch 






X— tC^'-cr^+cr,— ir) = -j^«„ X~«(a— a^— <F, + = -ir«'a> 



so erhält man endlich 

Y ___ kK { /"^-y »nti — snti, + 8nti,— snii, . 
2n'*Yr$ l^ >^2(co8y— cosx) 

^/^r snti + snii^+Bntia+Bny, | 
•1^ y^ (coBx — cos y) J ' 

wenn man sinam abgekürzt dnrch sn bezeichnet. 

Nach Herrn Mehl er*), der dnrch ein ganz yerschiedenes Ver- 
fahren F» gleichfalls in dieser Form findet ohne den Ansdrnck (jS) 
Yon V^, also die Reihe f&r F^ zn gebrauchen, bemerke ich dass 
man, um F» f&r den speciellen Fall / = oder 7^ = ^ zn erhalten, 
nicht diese Werthe in die Formel zu substituiren hat, sondern die 
Grenzwerthe des obigen Ausdrucks ftlr / = oder n nehmen moss. 
Dies stammt aus dem Umstände, dass die Integrale, welche Herr 
Mehl er ftlr P'*(cosy) gefunden hat (7, b), in den gleichen Fällen 
durch ihre Grenzwerthe ersetzt werden müssen. 

§ 22. Die Erscheinungen der Anziehung und Abstossung bei 
elektrischen Körpern leitet man durch Rechnung ab, indem man 
elektrische Massen (Fluida) von zwei Arten einfährt, ein Fluidum 
mit positiver, eines mit negativer Dichtigkeit (x). Die Dichtigkeit 
ändert sich bei elektrischen (nicht bei magnetischen s. u.) 
Körpern nach der Stetigkeit; also kann % vom Positiven zum 
Negativen nur so gelangen, dass es durch Null geht Die Fluida 
wirken auf einander nach dem Newton'schen Gesetze, so dasB 
man ihnen ein Potential zuschreiben kann, gleichnamige abstossend, 
ungleichnamige anziehend, und diese Kraft tritt als pondero- 
motorische auf, d. i. ihre Wirkung zeigt sich an den Massen, die 
Träger der Fluida sind. Ausserdem ist die Kraft eine elektro- 



*) Zar Theorie der Vertheilung der Elektricität in leitenden Körpern, Jahres* 
bericht des Elbinger Gymnasiums, Ostern 1879; §4. 
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motorische oder vielmehr scheidende, indem sie im Innern eines 
Leiters Floida, da wo sie gemischt sind, auf welche man sie wirken 
lässt, sofort trennt. Wenn in dem elektrischen Zustand eines Leiters, 
mag dieser Zustand durch Mittheilung von Elektricität, (Berührung 
eines Körpers durch einen anderen der mit freier Elektricität ge- 
laden ist) oder durch Influenz, oder durch Beides herrorgebraeht 
sein, keine Aenderung eintritt (Elektrostatik), so müssen wir daher 
aDuehmen, dass elektrische Kräfte, welche nach dem Vorhergehen- 
den eine Zersetzung veranlassen würden, auf keinen Punkt des 
Innern wirken. Daher sind die Componenten S, H, Z gleich Null 
und man hat (§ 17, No. 3) für jeden Punkt 0^^ wenn V das Potential 
aller wirkenden elektrischen, nicht der körperlichen, Masse be- 
zeichnet, 

dv ^ dv ^ dv ^ 

dx dy " d^ 

Daher erhält man für den ganzen Raum in dem sich raumerfüllende 
Massen befinden, JF^ = 0. Weil aber z/F= — 4^x (s. § 17, 5), so 
folgt hieraus, dass auch im Innern x = sei; die Wirkung elek- 
trischer Massen verhält sich also so, als ob die anziehende oder 
abstoBsende Masse sich nur auf der Oberfläche des Leiters befindet. 
Um den elektrischen Zustand eines Leiters zu finden, hat man also 
die Dichtigkeit der Elektricität auf der Oberfläche gegebener Leiter 
aufzusuchen, welche bewirkt, dass das Gesammt-Potential d. i. das 
Potential der Masse, die sich auf der Fläche befindet, addirt zu der 
Summe der Potentiale, welche durch die Elektricität auf den Nicht- 
leitern hervorgebracht werden, in jedem Punkte der Oberfläche 
(und im Innern, s. u.) eine constante Zahl giebt. Ausserdem ist 
zu berücksichtigen, dass die ganze auf den Leitern vertheilte elek- 
trische Masse gleich ist der den Leitern direkt mitgetheilten Elek- 
tricität; die durch Influenz geschiedenen Massen geben nämlich 
gleiche Mengen entgegengesetzter Fluida, so dass sie keinen Beitrag 
zur gesam'mten Elektricitätsmenge liefern. 

Diese Anwendungen führen uns auf die Betrachtung der Po- 
tentiale von Flächen. 

Anmerkung. Um die Menge der Elektricität, welche 
ein gegebener Nichtleiter enthält zu messen, kann man sich 
einer leitenden Kugel bedienen, die isolirt und deren Inneres aus- 
gehöhlt ist. In den hohlen Baum schliesst man den Nichtleiter ein. 
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80 dasB er die Kugel nicht berOhii. Der Nichtleiter wirkt danii^ 
wie meh ans der Theorie zeigen Uaet, nach amnen auf jeden Punkt 
gerade so, als ob die ganze elektrische Masse des Nichtleiters in 
dem Mittelpunkt der Kugel yereinigt wäre und dort direkt, d. i. 
von der Kugel befreit, auf den äussern Punkt, nach dem Newton- 
sehen Gesetze, wirkte. 

Man nennt Potential einer Fläche im Punkte das 
Doppelintegral 

wenn die Integration über eine Fläche ausgedehnt wird, deren 
Element do sei; x heisst die Dichtigkeit der Flächenbelegung in 
einem beliebigen Punkte [a, h, c\ der Fläche, welcher auf do liegt 
Diese Dichtigkeit *) kann gleichförmig (in allen Punkten dieselbe) 
oder ungleichförmig sein, und in letzterem Falle sich nach der 
Stetigkeit ändern, oder es kann die ganze Fläche in zwei oder 
mehrere Stücke zerfallen, in deren jedem eine stetige Aendemng 
stattfindet, während beim Uebergange aus einem in das andere die 
Aendemng sprungweise geschieht Uebrigens kann auch eine solche 
Yertheilung gedacht werden, wo unbeschadet der Endlichkeit der 
ganzen Masse, die Dichtigkeit in einzelnen Punkten oder Linien 
unendlich gross wird. (Z. B. bei der Vertheünng der Elektricität 
auf der Kegelfläche im Scheitel.) Der Fläche selbst wird eine im 
allgemeinen stetige E^rümmung beigelegt ohne darum eine Unter- 
brechung in einzelnen Punkten oder Linien auszusohliessen. Ist % 
überall positiv, so heisst^*) die Yertheilung der Masse gleichartig, 
und ungleichartig, wenn x an einigen Stollen positiv, an anderen 
negativ ist 

Für eine Kugelfläche r = r sei die Dichtigkeit % im Punkte 
[a, 6, c] als Function von 17 und o» gegeben. Alsdann wird ftlr v 
ein Ausdruck wie (1, a) auf S. 44 erhalten, nämlich 

eü)öcö 






>^r'— 2rrco8y+r* 

Man kann x nach Kugelfunctionen K entwickeln, und zwar in dem 
speciellen Falle, dass x eine ganze Function von a, b, c ist, wie 



*) Gauss, Allgemeine Lehrsätze etc. art. 12. 
**) art. 
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§ 19, No. 3 , während man sich im allgemeinen der Methoden des 
§ 18 bedient. Setzt man 

x(i7,ft»)= JffW(i?,cü), 

80 erhält man für das Potential v im Punkte = (r, 0, tp), je 
nachdem r < r oder r >» r ist , die erste oder zweite der Glei- 
ehangen 

^ ^^^ 2n+l ^xJ' ^^^^S 2« + l ^r) ' 
Man zieht hiei-aus ähnliche Schlüsse ftlr specielle Fälle wie im § 19. 
Z. 6. erhält man für x = 1 die bekannten Ausdrücke 

V, = 4r7r, (r<r); v« = , (''>t). 

Ist die Dichtigkeit x eine homogene lineare Function der recht- 
winkligen Goordinaten des Ortes auf der Oberfläche, also 

so wird je nachdem r < r oder r > r der erste oder zweite Aus- 
druck erhalten 

Allgemein, wenn die Dichtigkeit x eine ganze Function m^° Grades 
der rechtwinkligen Goordinaten des Orts auf der Oberfläche ist, so 
wird das Potential v im Punkte 0, dessen Entfernung vom Mittel- 
punkte gleich r ist , wenn r < r, eine ganze Function i»**" Grades 
der rechtwinkligen Goordinaten Xy y, a von 0, und wenn r > r eine 
solche dividirt durch die 2fii4'l^ Potenz der Entfernung r des 
Punktes vom Mittelpunkte der Engel. 

Eine Entwickelung von x nach Kugelfunctionen giebt als an- 
genäherten Werth von x die Summe der ersten m Glieder, d. i. 
eine ganze Function der Goordinaten a, h, c der Punkte, welche auf 
der Oberfläche liegen, so dass für den angenäherten Werth des 
Potentials v bei einer beliebigen Dichtigkeit dasselbe gilt, was so- 
eben von dem Potential bei einer Dichtigkeit gesagt wurde, die eine 
ganze Function von a, hy c ist. Das Potential y» in einem Punkte 
wird angenähert eine ganze Function der rechtwinkligen Goordi- 
naten von 0, und y« eine solche, die nur noch durch eine Potenz 
der Entfernung diyidirt ist 



64 Potential. § 22, 5. 

Von den Eigenschaften des Flächenpotentials hebe ich folgende 
hervor: (M. vergl § 17, S. 42—43, No. 1-6) 

1) Das Potential y selbst nnd ^y bleiben im ganzen Räume 
einwerthig, stetig und endlich. (In der Unendlichkeit ist ^y gleich 

der gesammten Masse / /xdo.) 

5y 

2) -^— , sowie dieser Differentialquotient mit ^' mnltiplicirt, 

bleiben überall endlich und ausserhalb der mit Masse belegten 
Flächen stetig. 

3) Wenn der Punkt in den Körper hineinrtickte, so blieben 
die ersten Differentialquotienten yon V nach jeder Richtung con- 
tinuirlich, während die ersten Differentialquotienten yon y sieh beim 
Durchgang durch die Fläche sprungweise ändern. Errichtet man 
in dem Punkte der Fläche durch den hindurchgehen soll eine 
Normale, oder yielmehr die beiden Normalen, die wir mit n und n, 
bezeichnen und zwar jede nach der Richtung als wachsend be- 
trachtet, in welcher man sich yon der Fläche entfernt, so wird 

dv , dy . 



dn öfi, 

wenn x die Dichtigkeit in dem Punkte der Fläche bezeichnet Die 
beiden Differentialquotienten kann man als solche betrachten, die 
nicht im Punkte der Fläche selbst genommen werden, sondern 
in Punkten P und P,, die demselben unendlich nahe, der eine auf 
n, der andere auf n^ liegen. Die Punkte P und P, lässt man dann 
in zusammenfallen. 

Annierkung, Ist f(x,y,z)r=0 die Gleichung einer Fläche, 
und nennt man den Raum den innern, in welchem f kleiner als 
ist, so haben die Cosinus der Winkel, welche die yon innen nach 
aussen gerichtete Normale mit den positiyen Richtungen der Axen 
X, Y, Z bildet, die Vorzeichen resp. yon TC^)? fXlÖi fOO* 

Die unter 3) aufgeführte Eigenschaft benutzt man zu einem kurzen, aller- 
dings in Bezug auf Strenge nicht ausreichenden Beweise des im 5. Kapitel des 
II. Theils im 1. Bande bewiesenen Sdtzes, dass eine continuirliche Function des 
Orts auf der Kugel mit dem Radius 1 , f(^0, xp), sich nach Kugelfunctionen X^^^ 
so entwickeln lasse, dass man hat 

X(^) = ^2 J sintjdrij f(ri, €o)P^(cosy)dw. 



(M. vergl. I. 433 (a) u. (6).) Vorausgesetzt wird hierbei nämlich, dass die 
X eine convergirende Reihe bilden. 
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Man denkt sich eine Kugel mit dem Radius 1 so mit Masse belegt, dass 
ihre Dichtigkeit im Punkte (rj, w) der Oberfläche gleich ((ij, (o) sei. Ihr 
Potential im Punkte (r, 0, tfi) des Raumes ist daher 

*^^ f(t], (o)smi]drjdw 



=/"/ 



yi — 2rcosy+r 

Je nachdem r>i oder r <I 1 entwickelt man v nach ab- oder aufsteigenden 
Potenzen von r und erhält demnach v resp. gleich 



^ 2m+l ' ^ 2m+l 

Sind die beiden Reihen mit dem m*^ Gliede 

2m+l ' 2m-f-l 

oonvergent, so sind sie, nach einem bekannten Satze über die Gonvergenz der 
Potenzreihen (von Abel; man findet ihn unten im Zusatz zu I. 67) die nega- 
tiven innem oder äussern Differ^itialquotienten des Potentials an der Kugelfläche 
nach den Normalen n und^ft^. Ihre Summe ist daher An multiplicirt mit der 
Dichtigkeit im Punkte (1, 0,tp), d. i. mit f(0, %p), 

4) Im ganzen Baume mit Ausnahme der belegten Flächen wird 

Eindeutig bestimmt ist eine Function v im ganzen Räume durch 
folgende Bedingungen: 

a) Sie genflgt der Bed. 1) und q -^— sowie q^ -^ bleibt überall 

endlich und mit Ausschluss einer oder mehrerer gegebener Flächen 
stetig und einwerthig. 

b) /h ist im ganzen Baume im allgemeinen Null, d. h. wenn 
höehstens irgend welche Punkte, Linien und Flächen ausgenommen 
werden. 

c) Auf den unter a) erwähnten Flächen ist 

9t . dY 



+ 



dn dn 



1 



gegeben. Diese Bedingung kann aber mit der folgenden vertauscht 
werden: 

€?) Auf den unter a) erwähnten Flächen ist der Werth 
der Function y gegeben. 

Da wenn v selbst bestimmt ist auch dridn und dytdiij be- 
stimmt sind, so folgt, dass die durch a), 6), c') bestimmte 
Function zugleich das Potential einer Belegung jener 

Heine, Anwendungea der Kugelfunetlonen. 2. Aufl. 5 
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Flftohen ist. Das Doppelintegral 

1_ rf(dY dY\ do 

4:nJJ \dn '^ dnj R ' 

die Integration über die Flächen ausgedehnt, ist nämlich offenbar 
ein Flächenpotential, und stimmt zugleich mit der durch a), 6), c) 
bestinmiten Function überein. 

Da eine Function durch jene Bedingungen eindeutig bestimmt 
ist, so folgt, dass eine Function y, welche den Bedingungen a), b) 
genügt und auf einer gesohlossenen Fläche constant ist, auch im 
Innern derselben constant bleibt. Das Potential nimmt femer ab, 
wenn von der Begrenzung in den äusseren Baum rückt. 

Es entsteht die Frage, ob jede auf einer Fläche gegeben 
continuirliche und einwerthige Function auch als Werth des Po- 
tentials einer geeigneten Belegung dieser Fläche mit Masse, in 
Punkten der Fläche angesehen werden kann, oder ob, was das- 
selbe ist, immer eine Function v der Coordinaten Ton existirt, 
welche den Bedingungen a) und b) genügt und ausserdem sich in 
eine willkürlich gegebene continuirliche Function des Orts auf der 
Fläche verwandelt, wenn auf dieselbe rückt Eine geraume Zeit 
glaubte man die Frage bejahen zu müssen (m. vergL in „Gauss, 
Allgemeine Lehrsätze etc." § 33 und Dirichlet's Vorlesungen von 
Grube § 32) bis man bemerkte, dass den Beweisen unbewiesene 
Voraussetzungen zu Grunde liegen. So fordert Diriohlet's Beweis, 
dass man die auf der Oberfläche gegebene Function in's Innere 
nach der Bedingung a) fortsetzen kann, was allerdings in vielen 
Fällen geschehen kann, z, B. wenn die Function das Potential einer 
Eörpermasse ist oder die reciproke Entfernung eines Punktes von 
den Punkten der Fläche (s. unten die Green' sehe Function). Im 
allgemeinen ist aber die Möglichkeit unbewiesen. Es lässt sich 
beweisen, dass unendlich viele Fortsetzungen existiren, wenn eine 
möglich ist. Femer ist die Voraussetzung unbewiesen, dass unter 
allen möglichen unendlich vielen Fortsetzungen eine existire, welche 

///[(^)'+(f)+(^)]*. 

das Int^ral über das ganze Innere genommen, zu einem Minimum 
macht. M. vergl. meine Arbeit in den Göttinger Nachrichten vom 
16. August 1861 oder im IV. Bde der Mathematischen Annalen. 
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Unsere hauptsäehliehe Aufgabe wird es sein, ftr eine Beihe 
von Flächen solche Fanetionen v wirklich aufsnsnchen, die den Be- 
dingungen a) und 6) genügen und auf der Fläche gegebene Werthe 
annehmen. Wenn wir im Folgenden allgemeine S&tze aufstellen, 
80 haben wir nur solche begrenzende Flächen im Auge, bei welchen 
eine dort gegebene Function wirklich ein Potential v ist, sollte man 
dasselbe auch nieht flir den leeren Baum ermitteln können. 

Da nach § 17, No. 6 das Potential F eines Körpers in Punkten 
des leeren Baumes (Va und F«) denselben bestimmenden Bedin- 
gungen unterworfen ist wie (nach a, b, c') ein Flächenpotential y 
bis an die begrenzende Fläche, so lässt sich (wie Gauss zuerst 
zeigte) das Potential ¥„ oder F« eines Körpers mit Masse Ton ge- 
gebener Dichtigkeit durch Belegung seiner Grenzflächen mit Masse 
als Fläohenpotential darstellen. Die Dichtigkeit x der dazu 
erforderlichen Belegung ist durch die vorhergehenden Sätze be- 
stimmt. Man kennt, wenn zunächst nur eine Begrenzung vor- 
handen ist, da fc gegeben ist, das Körperpotential im äusseren 
Räume Va und auf der Fläche. Es existiren femer zwei Fune- 
tionen, welche den letzteren Werth auf der Fläche annehmen und 
von denen die eine im äusseren Baume den Bedingungen ä) und 6) 
genfigt, die andere in dem von der Fläche umschlossenen (ursprüng- 
lich Masse von der Dichtigkeit k enthaltenden) Baume. Die erste 
ist offenbar ¥„ selbst. Diese beiden Functionen, welche sich durch 
die Fläehe hindurch continuirlioh fortsetzen, bilden zusammen eine 
continuirliche Function, die wir v nennen, welche im ganzen Baume 
den beiden Bedingungen a) und b) genügt, also ein Flächenpotential 
ist Die gesuchte Belegung der Fläche hat die Dichtigkeit 

4:71 \dn^ dnj' 
wo man statt des Differentialquotienten von v nach der äusseren 
Normalen den gleichen von F« nehmen kann. 

Ganz ähnlich verhält es sich, wenn mehrere Begrenzungen, 
z. B. zwei, 6 und 6, vorhanden sind, zwischen denen die Masse 
k liegt @ mag 6 einschliessen. Man könnte dann durch eine Be- 
ttung von (S allein die Wirkung der Massen in den äusseren 
Baum Uy durch eine Belegung von @ allein in den inneren Baum i 
ersetzen. Dazu wttrde man zwei Functionen v und w aufsuchen, 
von denen die erste auf S und im Baume o mit F« übereinstimmt, 

6» 



68 Potential. § 22, 0. 

ferner im ganzen Räume, welcher @ umschliesst, den Bedingungen 
d) und b) genügt. Durch Differentiation nach den Normalen ergiebt 
sich aus v die Dichtigkeit der Belegung Ton (S. Eine zweite Function 
w wird aufgesucht, die im Räume, den @ umschliesst, gleich der 
Function V^ ist, und diese wird in den unendlichen Raum, welcher 
@ umschliesst, nach den Bedingungen ä) und b) fortgesetzt Sie 
liefert diejenige Belegung von @, die ein Flächenpotential gleich 
F« im Räume, den & umschliesst, hervorbringt. Will man aber beide 
Flächen zugleich mit Masse bekleiden, und dadurch ftlr Punkte 0« 
und 0« zugleich die Wirkung der Masse k ersetzen, so sucht man 
eine Function y, die an den beiden Flächen mit den Werthen von 
V daselbst übereinstimmt, ausserhalb der Flächen, d. h. in jedem 
einzelnen von den drei Räumen, ausserhalb @, zwischen @ und 6, 
im Innern yon @, aber den Bedingungen d) und 6) genügt. Durch 
Differentiation dieser Functionen nach den Normalen in einem 
Punkte je einer von den Flächen @ und @ findet man die Dichtig- 
keit X daselbst. M. yergl. die Beispiele § 23. 

Den wichtigen Satz, dass sich die Wirkung von Eörpermassen 
auf jeden Punkt des leeren Raumes durch die Wirkung yon an- 
ziehenden Flächen auf die gleichen Punkte ersetzen lässt, hat 
Gauss schon in der Intensitas^) yis magneticae art. 2, S. 10 an- 
gekündigt. Die Ableitung findet sich in der oft erwähnten Arbeit 
yon Gauss, Resultate etc. i. J. 1839 art 36. Die Masse, welche 
auf der Fläche yertheilt werden muss, ist, wenn es sich um äussere 

Punkte handelt, genau gleich der Masse des Körpers /kdt. Denn 

im äusseren Räume ist Va = Ya, also ^K« = ^YaJ nach S. 42, 2 und 
S. 64, 1 sind diese Ausdrücke für ^ = oo die anziehenden Massen. 
Ersetzt man aber das Potential im Innern durch ein Flächen- 
potential, so können die Massen yerschieden sein. Will man jedoch 
nur die Anziehung des Körpers durch die Anziehung einer 
Fläche ersetzen, so lässt sich dazu die ganze Körpermasse yer- 
wenden, indem dann nicht erforderlich ist dass V und y selbst son- 

dem nur dass -^ und -^— , etc. in den Punkten O« übereinstimmen, 

dass also F» und y sich im Innern, also (S. 66) dass sie auf der 
inneren Begrenzung sich nur um eine beliebige Constante unter- 
scheiden. Man kann aber in der That eine gegebene, yon yer- 

•) Werke, V. S. 87. 
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sehiedene Masse, auf einer Fläehe immer so vertheilen, dass das 
Potential in der Fläche constant wird. Um dies zu beweisen, denke 
man sich eine Function y so bestimmt, dass sie a) und b) genügt 
und auf der Fläche sich in y = 1 yerwandelt. Eine solche Function 
existirt (S. 67), und ist im Innern der Begrenzung constant 1, giebt 
also nach der inneren Normalen differentiirt Null. Hiemach wird 
die Dichtigkeit der erforderlichen Flächenbelegung 

^ 1 8v 

wenn n die äussere Normale bezeichnet. Der Differentialquotient 
hat aber in jedem Punkte der Fläche das gleiche Zeichen, indem v 
absolut abnimmt oder constant bleibt, wenn man sich von der 
Fläche nach aussen zu entfernt. Ueberall kann es aber nicht con- 
stant sein, weil sonst x = also t = und nicht gleich 1 wäre. 
Daher hat x auf der ganzen Fläche dasselbe Zeichen, und die ge- 
sammte Masse die zu dem constanten Potentiale y = 1 gehört, ist 
positiy und nicht Null, woraus unmittelbar folgt, dass man eine 
beliebige Masse so auf der Grenzfläche yertheilen kann, dass y dort 
nnd im Innern constant bleibt. 

In diesem und den folgenden Kapiteln dieses II. Theiles 
werden wir, mit Hülfe der Eugelfunctionen und der yer- 
wandten Functionen für yerschiedene gegebene Körper, 
Kugeln, EUipsoide, etc. die Aufgabe lösen, die Begrenzung 
so mit Masse zu belegen, dass die Belegung dieselbe Wir- 
kung oder dasselbe Potential in Punkten 0« oder 0» be- 
sitzt wie der Körper selbst, dessen Dichtigkeit ft gegeben 
ist. Fassen wir das oben Entwickelte zusammen so ist dazu 

1) das Körperpotential V in dem ganzen Baume aufzusuchen 
ausser dem durch einen Index ju angedeuteten, (der die anzieheiide 
Masse enthält); 

2) in dem letzteren Gebiete ju eine Function y zu finden, 
welche dort den Bedingungen a) und 6) dieses Paragraphen ge- 
nügt, nnd auf der Begrenzung denselben Werth wie V besitzt. 

3) in jedem Punkt der Begrenzung -g— -f -q— zu bestimmen, 

wenn n die in den Baum f^ gerichtete, n^ die entgegengesetzte Nor- 
male bezeichnet. Dieser Ausdruck, durch *-47r differentiirt, ist die 
dem Punkte beizulegende Dichtigkeit x. 
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In den folgenden Kapiteln werden wir den Gegenstand weniger 
ausführlich behandeln als in diesem; um Wiederholungen zu ver- 
meiden auch nicht Überall die fertige Lösung der einzelnen Auf- 
gaben bringen sondern mehrfach nur die Httlfsmittel zu ihrer Lösung 
zusammenstellen. 

Die Aufgabe 1) ist durch Aufstellung des Integrales (1) im 
§17 gelöst, und es kommt nur darauf an, dasselbe fttr jeden ge- 
gebenen Körper möglichst zu vereinfachen; 3) erfordert nur eine 
Differentiation. Die eigentliche Schwierigkeit bei dem Aufsuchen 
der Vertheilung von Masse ftlr gegebene Körper besteht in der 
Lösung von Aufg. 2). Statt dieser werden wir die allgemeinere 
stellen, die auch in der (Fourier' sehen) Wärmetheorie von grosser 
Bedeutung ist: 

2') Eine Function v aufzusuchen, die fQr jede Lage von O den 
Bedingungen a) und b) genügt und sich auf den gegebenen 
Flächen in eine willkürlich gegebene continuirliche Func- 
tion des Orts verwandelt. Ist sie gelöst, so wird durch 

. dv , dv 



dn ^n^ 

die Dichtigkeit x einer Masse bestimmt; bekleidet man die Grenz- 
fläche mit derselben, so wird ihr Flächenpotential genau v. 

Eine besondere Bedeutung kommt dem Falle zu, dass der auf 
der Grenze gegebene Werth eine Constante ist. 

Die Aufgaben 2 oder 2' lösen wir zunächst nach zwei verschie- 
denen Methoden. Nach der einen betrachten wir die in 2' auf der 
Begrenzung 6 gegebene Function noch als Potential F auf @, erstens 
einer nur diesseits, zweitens einer nur jenseits @ vertheilten Körper- 
masse und bilden die Fortsetzungen in den Raum jenseits resp. dies- 
seits @. (Für Kugelflächen @ sind die beiden Fortsetzungen einzeln 
im § 21 gefunden.) Die beiden Fortsetzungen fassen wir zusammen 
als eine Function auf; diese ist das gesuchte v. Die zweite Me- 
thode (§ 26) besteht darin, dass man die partielle Differentialglei- 
chung Jy = integrirt, und zwar so dass die Lösung v auf @ den 
gegebenen Werth annimmt 

§ 23. Fttr Kugeln lösen wir hier die Aufgabe 2' des vorigen 
Paragraphen nach der ersten Methode , mit Hülfe des § 21 in den 
dort hervorgehobenen drei Fällen, indem wir die dortige Bezeich- 
nung beibehalten: 
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a) Eine Engelfläohe mit dem Radius r^ oder Tj begrenzt eine 
Sehale nach aussen oder innen. Das Eörperpotential ist in dieser 
Fläche gegeben = f(dy tp). Man soll erstens im ganzen Raum ein 
solches Flächenpotential v finden, welches in der Begrenzung mit 
V Übereinstimmt, d. i. gleich f(0, \p) wird, zweitens die Dichtigkeit x 
der zur Belegung der Grenzfläche erforderlichen Masse ermitteln. 
Die Werthe yon V und y stimmen in dem durch die Fläche be- 
grenzten leeren Raum überein. 

In dem Räume, in welchem r > r ist, erhält man nach § 21, b, 
wenn das Potential, woher es auch stammt, an der Oberfläche 
f(d, ip) ist, und F*»> hier, wie dort, die »»*• in der Reihe der Eugel- 
fimetionen bedeutet, in welche sich f(0, ip) entwickeln lässt, 

oder gleich dem Doppelintegral § 21, b\ In dem Räume, in welchem 
r <: T ist, hat man 

v = l(-^)V), 

oder gleich dem Doppelintegral § 21, c\ wenn man darin r, mit r 
und fi mit f vertauscht. Hieraus findet man nach S. 70 die Dichtig- 
keit der Belegung auf der Oberfläche durch Differentiation nach den 
Normalen r, wenn man r == r setzt. Im allgemeinen bat man also 

darf aber nicht yergessen, dass die nach r zu nehmende Grenze 
der Summe einer Reihe nur dann gleich der Summe der Grenzen 
gesetzt werden darf, wenn letztere Reihe conyergirt. Da die 
Dichtigkeit der Belegung in Punkten und Linien unendlich sein 
kann (S. 62), so wird es sich in Fällen der Divergenz fragen , ob 
die Dichtigkeit wirklich unendlich ist oder ob nur die Conyergenz 
der Reihe aufhörte und es also nicht gestattet war, die beiden 
Grenzen von dyidr für r = r mit der Summe der Grenzen der 
einzelnen Glieder zu yertauschen. M. yergl. hierüber § 28. 

Beispiel. Der Werth des Potentials an der Oberfläche sei eine 
homogene Function der Goordinaten x, y, a vom m^ Grade, die wir, 
wie k(x, y, s) im § 19, in eine Reihe von Eugelfunctionen nach der 
dort benutzten besonderen Methode entwickeln. Wir erhalten dann 
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und 68 wird, wenn man in die Y die Coordinaten r, d, \p des Punktes 
einsetzt, 

V = rc»»)-!. r'l^«-«>+r*r("'-^)+ ..., (r < r), 

4rx7i; = (2m+l)r("*)-f (2m-3)Y('»-2)+(2m~7)r("»-*)+..., (r = r> 

Specieile Fälle. Um an der Oberfläche der Kugel das Po- 
tential y = 1 zu erhalten , hat man Y^^) gleich 1 zu nehmen und 
findet die Dichtigkeit der dazu erforderlichen Flächenbelegung 

1 



X = 



Arn 

In den drei speciellen Fällen, in denen f(6, %fj) eine homogene 
Function von x, y, ä und m = 1, 2, 3 ist, findet man die Werthe 
der Y am Schluss des § 19. Man hat daher in den beiden ersten 

Fällen, wenn man ^en Buchstaben j^ wie S. 49 verwendet: 

a) im Falle m = 1, wenn v = yi« + y,y + y,» für r = x^ ist: 
4xnx = 3Cyi« + y,y + y,a) = 3r[yiCosÖ + 8inö(y,cosV^-f y.sinv^)], 

ß) im Falle m = 2, wenn v = 8[yi*?+ö,«Ä] flir r = r^ ist: 

b) Auf der Fläche r = r, sei F= /;(Ö, ^), auf der kleineren 
Fläche r = x^ sei F = f^(0, xp) gegeben. Man soll v so bestimmen, 
dass diese Function den bekannten Bedingungen genügt und fiir 
r = to resp. r = r, in f^ und f^ übergeht. 

Man hat dann offenbar 

flirr<r„ v = ^(-!l-Jyo.); 

für den Raum, in welchem r, < r < r^ ist, findet man, nach § 21, 
indem man wieder setzt 

logr = o, logto = ^0» logt, = a,, n + i = v, 
die Gleichung 

wenn (1, 0) den Ausdruck bedeutet, welcher aus dem ersten Gliede 
durch Vertauschung der unteren Indices und 1 entsteht. 
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HiersuB erhält man Ar die Dichtigkeit der Massenbelegung %^ 
und X, in Punkten (fi, xp) der Kugelflächen r = r« und r = tj , welche 
im Innern der Schale dieselbe Wirkung hervorruft wie die wirk- 
liche Massenvertheilung, die Ausdrücke 

wenn wiederum r, = ^r^ ist. Zieht man auf beiden Seiten der 
ersten resp. der zweiten Gleichung die Summen resp. 

ab, deren Bedeutung die Formel für x unter d) auf S. 71 zeigt, so 
bleiben convergente Reihen auf den rechten Seiten der vorigen 
Gleichungen übrig. Die rechte Seite der ersten Differenz ist dann 

Führt man ftir F wiederum nach I. 433 die P ein, so lässt sich die 
Summation des Ausdrucks welcher P<"> statt ¥^\ resp. P^*^ statt 
Y(fi enthält, durch die Formeln 

2K _ 1 , Ä 492*'sin2fa? 



2Kx sino? „=0 1— g*" 
TTsmam ^ 



n 



kK _ ß, 2g^sin2ya? 

ausführen. Auf dieselben Formeln kommt man, wenn man von 
dem Ausdruck fElr V^ ^r auf S. 57 ausgeht, indem man unter dem 
Integrale, nämlich A^ und A^ differentiirt. Es ist selbstverständlich 
wie man dann den Ausdruck B, welcher bereits durch den Diffe- 
rentialquotienten nach a von einer elliptischen Function summirt 
war, zur Auffindung von x verwerthen kann. 

Ist z. B. das Potential f^ auf der grösseren Kugel eine Con- 
stante = a^, und f^ auf der kleineren eine zweite Gonstante = a^, 
alßo rg» = a^, FW = a,, so wird 

§ 24. Wenn nicht, wie im vorigen Paragraphen, der Werth 
von T auf den belegten Kugelflächen sondern die Dichtigkeit k der 
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Masse im Körper gegeben ist, so lässt sich eine ideale Vertheilong 
der Masse auf der Oberfläche, d. i. die Dichtigkeit % der Masse, mit 
welcher die Eugelfl&chen belegt werden können um dieselbe Wir- 
kung wie der Körper hervorzubringen, direkt durch k ausdrücken. 
1) Eine volle Kugel mit dem Radius r, oder was auf dasselbe 
hinauskommt, die durch zwei concentrische Kugeln mit den Radien 
r^ und r^ (wo r« > r,) gebildete Schale giebt in Punkten r^, ö, i^ 
auf der grösseren Begrenzung, nach S. 45, das Potential 

• 1 ru ^ r^ * n^ 

£ "T^iTr / *""*"^öy sm j; öj;/ k(s, fj, «) i^») (cos y)3cö. 



" r, 



Wie man aus § 23, unter d) ersieht wirkt also die Kugel nach 
aussen so, als ob man die Fläche r= r mit Masse belegt 
von der Dichtigkeit 

t, • 

Führt man die Summation aus so entsteht 

^^o^^t; { (r:-2ro«'cosy + 0* 

2) Aus S. 46 unter 2) findet man als Dichtigkeit der Masse, 
mit der man die innere Kugelfläche r = t, zu bekleiden hat, um 
die Wirkung des Körpers nach innen (d. i. in den durch i 
charakterisirten Theil des leeren Raumes) zu ersetzen 

X = 2;^^^J^''dsfsmfidfif^''k(s,f], w)(^y^V(cosy)öici 







= —. / «Yä'— r')ö«/ smwöw/ — ^ ^ ^ r— 

4r,fiy ^ '' J ' U (rj~2r,«cosy+0* 

3) Durch Belegung beider Flächen , der Fläche r = r^ und 
r = Ti kann man die Wirkung der Schale zugleich auf den äusseren 
Raum a, wie auf den inneren Raum i ersetzen. Aus (5) im § 18 
kennt man die Werthe des Körperpotentials für r = r,, und r = t,; 
setzt man dieselben in die Ausdrücke von § 23, b für x^ und x, ein 
so erhält man, wenn man k(s, f],w) in k abkürzt, 

^ h ' :^ f^ii^f Nia r^i. sin(a — <y,)vi / f \4 . 
- / smwöij / P (eoBr)d(o/ *— r-) K-r( — ) ds, 



^. = 2 



2n 

r, 



wo y = n-f ^ und a = log« gesetzt ist. Hieraus entsteht x^ durch 
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VertauBchung der Indices und 1 unter dem Integral. Ueber die 
Sammirung dieser Reihen durch elliptische Functionen gilt Aehn- 
liches wie bei den früheren Ausdrücken dieser Form. 

§ 25. Die „allgemeine Theorie *) des Erdmagnetismus" von 
Gauss ist eine der bedeutendsten Anwendungen des Vorhergehen- 
den. Die Grundlage der Untersuchungen von Gauss (s. daselbst 
art. 2) ist die Voraussetzung, dass die erdmagnetische Kraft die Ge- 
sammtwirkung der magnetischen Theile des Erdkörpers sei; später 
(art. 36) fragt Gauss, welche Erscheinungen sich zeigen würden, 
wenn der Sitz der magnetischen Kräfte ausserhalb der Erde, jen- 
seits einer die Erde umgebenden ihr concentrischen Kugelfiäche 
wäre, (eine Annahme die unstatthaft ist art. 39) und drittens, wenn 
ihr Sitz sowohl im Innern der Erde, als auch theilweise sich jen- 
seits einer die Erde umgebenden concentrischen Kugelfläche (art. 40) 
befände. 

Man nimmt an, dass magnetische Massen nach dem New toni- 
schen Gesetze wirken, gleichartige einander abstossend, ungleich- 
artige anziehend. 

Man denkt sich, dass in jedem messbaren Theile sich positive 
und negative Masse zugleich befinden (art. 35), und zwar bestimmen 
uns die Versuche, jedem messbaren Körper gleiche Theile von 
beiden d. i. die magnetische Masse Null zuzuschreiben, eine An- 
nahme, deren Zulässigkeit, für die Erde wenigstens, die Theorie des 
Erdmagnetismus, wenn erst eine grössere Anzahl von Beobachtungen 
vorhanden ist, bestätigen oder widerlegen wird. Diese beiden An- 
nahmen, welche sich von den am Anfang des § 22 für die elek- 
trischen Zustände aufgestellten wesentlich unterscheiden, geben 
der mathematischen Theorie des Magnetismus einen anderen Cha- 
rakter als der Elektrostatik, obgleich beide Theorien Erscheinungen 
behandeln, welche unter der HeiTSchaft des Newton 'sehen Gesetzes 
stehen. 

Das Potential der magnetischen Massen ist streng genommen nicht ein Integral 
wie (1) sondern eine Summe von Gliedern, wie auf S. 34, die aber in sehr 



*) Resultate ans den Beobachtungen des magnetischen Vereins i. J. 1838, 
Leipug 1839 S. 1—57 (Werke V, 119—193). M. vergl. auch, als Hfilfsmittel zum 
Studium der Theorie yon Gauss, die Karten und vorzugsweise die Erklärung der 
Karten und Zahlentafeln im Atlas des Erdmagnetismus Ton Gauss und Weber. 
Leipzig, 1840 bei Weidmann. 
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grosser Anzahl auftreten, und in zwei verschiedene Gruppen zerfallen, deren 
eine nur positive die andere nur negative, jede einzelne durch unendlich 
kleine Stufen wachsende Glieder enthält. Die Erscheinungen weisen darauf 
hin, dass jede Summe für sich über alle Grenzen wächst, und erst die alge- 
braische Summe, d. i. die arithmetische Differenz der zwei Summen, endlich 
bleibt. Sie lässt sich daher nicht als Körperpotential darstellen, und gestattet 
deshalb nicht eine direkte Verwendung der Resultate des § 21. Es wird sich 
aber zeigen, dass sie sich in die Summe eines Körper- und eines Flächenintegrales 
umsetzen lässt, weshalb die Masse wie eine Flächenbelegung allein in den leereo 
Raum wirkt und die Verwendung der Ausdrücke des § 23 angezeigt ist. 

Um für die Kräftefunction einen Ausdruck der endliche Glieder enthält, 
ein Integral, zu erhalten, fasst man die magnetische Wirkung je zweier unendlich 
nahen entgegengesetzten Theilchen (Pole) zusammen, die zu dem messbaren 
Elemente gehören, welches um je einen Punkt [a, b, c] liegt. Sind die Goordi- 
naten des positiven und des negativen Poles im Elemente a+h, b+l, c+ft, 
und ist die Dichtigkeit der magnetischen Massen k und — k (s. d. Bezeichnung 
auf S. 44), so wird die magnetische Kräftefunction je eines von ihnen, in der 
von Gauss gewählten Einheit*), 

-k[T±h§±l^±n^]aaebac, 
also beider Pole gemeinsam 

Man denkt sich die Produkte 2hk, 2lk, 2nk endlich, und bezeichne sie mit a, ß, /. 
Dann ist die Kräftefunction, d. i. eine Function, die nach den Coordinaten x, y, s 
differentiirt, die Anziehung auf eine positive Hasse 1, die sich in befindet, giebt 

WO adadbdc, ßdadbdc, ydadbdc die Elementar-Momente in Bezog 

auf die Azen sind und die Integration sich über den ganzen Magnet erstreckt. 

Der Ausdruck W hat nicht die Form eines Potentiales, indem T nicht 

selbst, sondern differentiirt in W auftritt. Man integrirt durch Theile und findet 

Der Buchstabe N in dem Flächenintegrale nach do, welches sich über die Be- 
grenzung des Magnets erstreckt^ bedeutet die Summe der Projectionen von a, ß 
und y auf die nach innen gerichtete Normale. 

Daher ist die Kräftefunction W die Summe des Potentials, welches zu einer 
Körpermasse mit der Dichtigkeit 

da dß dy 
k = -ö7- + -5ir -r 



da db de 



*) Intensitas vis magneticae etc. No. 1 : ... nnitas qoantitatis flnxdi borealis 
ea erit, cujus vis repnlfiiva in aliam ipsi aeqaalem in distantia =: 1 positam aeqxii- 
▼alet vi motrici c= 1, etc. M. vergl. auch Oanss, Allgemeine Theorie des Erd- 
magnetismos No. 3. 



. 
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geJmrl, uad eines Flächenpotentials mit einer Belegung von der Dichtigkeit JV. 
Wäre die magnetische Masse nicht in jedem endlichen Theile Null, sondern der 
Ueberschuss der positiven über die negative Masse eine positive oder negative 

Grosse fi gewesen, so würde noch ein Körperpotential — /fiTdadbdc hinzu- 
kommen. In jedem Falle ISsst sich die Wirkung des Magnets in den leeren, 
nicht mit magnetischer Masse angefüllten Raum durch eine ideale Vertheilung 
der ganzen Masse auf die Oberfläche ersetzen. 
Kommen Fälle vor in denen 

da_ dß_ dy_ 

öa "^ 56 "^ de 

NoU ist, so würde auch die Wirkung in den mit magnetischer Masse ange- 
rüllten Raum selbst, zugleich mit der in den leeren Raum, sich durch eine Be- 
legung der Flache mit Masse von der Dichtigkeit N ersetzen lassen. Nach der 
Theorie von Poisson, die aber zu Bedenken Anlass giebt, würde dies der Fall 
sein wenn der Magnet durch Induction entstanden ist. 

Nach § 23 lässt sich auf den magnetischen Zustand ausserhalb 
des Raumes, in dem die magnetische Masse sich befindet, schliessen, 
wenn man auf der Begrenzung das Potential kennt, welches die auf 
derselben vertheilte magnetische Masse (ideale Vertheilung, nach 
Gauss) heryorbringt. Unsere Beobachtungen auf der Erdoberfläche 
geben aber nicht direkt das Potential daselbst, sondern zunächst 
die Declination, Inclination und horizontale Intensität, aus denen 
wir vorerst die Eräftefunction *) auf der Erdoberfläche ermitteln 
werden« 

Die Erde betrachten wir als Engel, ihr Radius sei r. Die 
Kräftefonction, deren Differentialquotienten nach den rechtwinkligen 
Coordinaten x, y, a die Componenten der Kraft in Punkten des 
äusseren Raumes sind, möge mit V bezeichnet werden, wo 



J R 



ist Drei rechtwinklige Componenten, die ersten beiden horizontal 
gerichtet, die erste nach den abnehmenden 0, die zweite nach 

/dfA 
— 

etn. In den AUgemeinen Lehrsätzen setzt er im art. 2. Vwm2-^--y nnd die Compo- 

r 

nenten gleich den Differentialquotienten von cF, wo £= -|-1 oder — 1 sein soU, je 
nachdem die Kraft anziehend oder abstossend wirkt. Im Artikel 3 bezeichnet er mit 
F,,daa Aggregat aUer wirkenden Massentheilchen*', jedes mit seiner Entfemang 
diridirt, wobei «^nach den jedesmaligen Bedingungen der üntersachung negative 
Massentheilcfaen entweder ansgescblossen oder als zulässig betrachtet werden'*. 
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abnehmenden %p, die dritte nach innen, nach dem Hittelpunkte der 
Erde gerichtet heissen ^, tj, ^. Diese drei Componenten kennt man 
auf der Oberfl&che der Erde (r :^ r) an jedem Punkte, da man ^ 
und t] aus der beobachteten Declination und horizontalen Intensität 
leicht berechnen kann, und ^ wenn noch ausserdem die Inclination 
gegeben ist. Nach unserer Bezeichnung I. 302, § 71 ist in jedem 
Punkte (r, ö, v) 

.__J^ÖF _ 1 dV ^_ dV 

' ^ ■" r 66' ^^ rsinö dif;' ^ ~ ör ' 

Setzt man r = r, so erhält man schon allein aus der nördlichen 
Intensität $ die Eräftefunction V auf der Oberfläche bis auf einen 
Constanten Werth, nämlich 



wenn V* den Werth dieser Function im Nordpol bezeichnet, also 
eine (ausser von auch) von tp unabhängige Grösse, da der Nordpol 
jedem Meridian angehört. Setzt man diesen Ausdruck des Potentials 
durch die nördliche Gomponente ^ in die Gleichung f&r t], so wird 
diese westliche Gomponente durch f allein gegeben, indem die Con- 
staute V* bei der Differentiation nach tp fortfällt. 

Wir behandeln 

1) Den Fall, dass die magnetische Masse, welche die Eräfte- 
function V hervorbringt, sich im Innern der Erde befindet. 

An der Oberfläche der Erde denke man sich, ähnlich wie § 21 
und 23, die Function F in eine Reihe von Eugelfunctionen entwickelt 

(a)... Z = r^+y^ + y^+...^ (^ = t), 

deren Glieder bis auf die Constante Y^ aus der nördlichen Gom- 
ponente $ gefunden werden können. Dann wird, nach §23, in 
Punkten (r, 0, t^) das Potential 

F = r2;(-f) r,. 

Durch Differentiation nach r ergiebt sich hieraus die Gomponente ^ 
durch Differentiation nach tp die Gomponente 17. Maeht man noch 
r = r, so findet man auf der Erdoberfläche ausser (a) noch 
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(6)... -Bm0.fj = ^(Y, + Y,+ Y, + ..O. 

(c)... c= yo+2y,+3r,+4y,+-- 

Eine Vergleichang der aus den Beobachtungen direkt berechneten 
(s. xl) Werthe von tj mit denen welche Gauss aus den in (a) auf- 
tretenden Y nach (b) berechnet, zeigt eine hinreichende Ueberein- 
stunmung. Y^ ist der Werth von rV für r = oo, also die vertheilte 
Masse, muss daher gleich Null gesetzt werden, wenn in jedem Körper 
die magnetische Masse Null ist. Darüber, ob dies wirklich der Fall 
sei, wird also einst, wenn eine hinreichende Anzahl von Beobach- 
tungen vorliegt, S entscheiden können (s. S. 75). Man bemerke 
femer, in Bezug auf das Aufsuchen von tj durch (6), dass F» die 
Form hat (I. 323) 

Yn = ic,ci"Vö, tp)+Ks!;Xe, v), 

dass der Differentialquotient dieser Eugelfunction nach tp also 
gleich ist 

i V [kr &:\e, tp) - cy s?^(ö, V)]. 

y=aO 

Aus den vorliegenden Beobachtungen lassen sich die Glieder Y 
nur in einer beschränkten Anzahl angeben. Gauss bedient sich 
bei seinen Berechnungen (art. 22 u. f.) der vier Glieder Y,, Y,, Y,, Y^, 
welche der Reihe nach 3, 5, 7, 9, zusammen 24 Constante k und c 
enthalten. 

2) Befindet sich der Sitz des Magnetismus ausserhalb der Erde, 
80 wird das Potential im Innern nach § 23 



r = t2(y)"F«. 



wenn die Y dieselbe Bedeutung wie unter 1) haben. Man findet 
hieraus fOr die Componente $ auf der Erde 

-g = l.Y, + 2.Y,+ 3.Y, + ..., 

eine Gleichung, die Y^ nicht enthält, also unentschieden lässt, ob 
wirklich die magnetische Masse die Summe Null giebt. 

3) Ee sei endlich der Magnetismus sowohl in der Erde als 
auch in dem Baume jenseits einer der Erde concentrischen, grösseren 
Kngelfläche vertheilt Die Eräftefunotion des ersten Theils sei wie 
oben V, die des zweiten Theils von magnetischen Massen sei Sß. Man 
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entwickele den Werth von 5B an der Erdoberfläche nach Kugel- 
fanctionen ^ und setze 



r 



= 2)o+Si + S,+-, (r = r), 



so wird die gesammte Eräftefanction in einem' Punkte r, 0, xff des 
leeren Baumes, der zwischen den concentrischen Kugeln liegt, 

Die Beobachtung giebt uns daher sowohl die ganze Eräftefunction 
an der Erdoberfläche bis auf eine Gonstante, also 

n=l 

als auch die Gomponente ^ daselbst, mithin 

Da hier Beihen von Eugelfunctionen vorliegen, so kennt man auch 
die einzelnen Glieder. Sind a und 6 gegebene Grössen, so hat 
man also 





Yo = ft., 






2r- D,=6., 


1'. + !).=«., 




3y,-2g), = 6„ 


i^,+i), = o« 




4r.-32). = 6„ 


y,+2). = «», 




etc. 


etc. 


Hieraus folgt 


n = 6., 






3F,= a. + 6., 


1). = «.-^., 




5r,_2a,+6„ 


S, = o, Y„ 




7r,=3a,+6., 


».=«i-n, 




etc. 


etc. 



so dass auch hier alle Stttcke bis auf eine Gonstante D^ bekannt 
sind, und sich einst wird entscheiden lassen, in wie weit die magne- 
tischen Einwirkungen äusseren und inneren Kräften zuzuschreiben 
sind, und ob sich im Innern der Erde eben so viel positiver wie 
negativer Magnetismus befinde, ob also F^ Null sei. 

§ 26. Die Aufgabe 2' im § 23 lösen wir noch durch eine zweite 
Methode (s. d. Schluss des § 22): Wir integriren ganz direkt die 
partielle Differentialgleichung Jy = 0, indem wir unter den mög- 
lichen Lösungen diejenigen ausscheiden, welche den Nebenbedin- 
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gangen der Endlichkeit und Stetigkeit nicht genügen. Unter den 
übrig bleibenden Formen wählen wir den Ausdruck, welcher sich 
an den gegebenen Eugelflächen in gegebene Functionen verwandelt. 
Es ist dies die Methode durch welche die Potentialaufgabe oder 
die entsprechende Aufgabe der W&rmetheorie zuerst gelöst wurde; 
sie ist besonders hervorzuheben als heuristische Methode, insofern 
sie auch auf die Lösung der Aufgaben führte, welche sich auf El- 
lipsoide statt auf Kugeln beziehen, und sich z. B. auch bei Kegel- 
flächen (m. vergl. d. 5. Kapitel) anwenden lässt. Dagegen stösst 
man auf Schwierigkeiten, wenn es auf völlige Strenge gleich bei 
der Ableitung ankommt, indem bei dieser Methode die Existenz 
eines Integrales, welches allen Forderungen genügt, vorausgesetzt 
wird. Es muss daher als Ergänzung der Nachweis hinzukommen, 
dass die gefundenen Ausdrücke allen Bedingungen genügen. 

Wir gehen zur Integration der Differentialgleichung Jv = 
aber. Diese lässt sich nach L 303 in die Form 

bringen, und soll so integrirt werden, dass v sich für r = r in eine 
gegebene Function f(0, yi) verwandelt. 

Man entwickele die Function v in eine Reihe, die nach Kugel- 
funetionen in Bezug auf und tp fortschreitet. Diese Reihe sei 

V = ZW + Z(i) + Z(2) + etc.; 

setzt man diesen Werth in (a) ein, und beachtet, dass Z(**> der 
Gleichung der »*•" Kugelfunction I. 309 

smö dO ^ dO y sm'ö d\f}^ i v i // 
genfigt, so findet man 

n=o or 
Eine Kugelfunction Z von 6 und xfj nach r, einer Constanten in 
Bezug auf diese Veränderlichen, differentiirt bleibt offenbar eine 
Kugelfunction; daher ist der Ausdruck unter dem 2 selbst eine 
Eagelfunction, muss also, wenn die ganze Summe Null werden soll, 
für sich Null sein. Z^"*) genügt der dadurch entstehenden Differential- 
gleichung 

Heine, ABwenduogen der Kugelfanctionen. 2. Anfl. 6 
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nnr und immer wenn es die Form hat 

(6) . . . ZC*) = r«XW + r-*~iIW, 

wo die Engelfanctionen X and X nnr 6 and tp enthalten. Dies 
lehrt die I. 322 anter (6) angegebene Form f&r die Fanetion Z, 
nämlich 

welche der Differentialgleichang nach r genügt, sobald jedes c und 
k ihr genügt. Soll nun 

1) Allein auf der einen Eagelfläche r = r das Potential einen 
yorgesohriebenen Werth f(d, tfi) annehmen, wo f eine einwerthige 
continuirliche Function des Orts ist, so entwickele man diese Fanetion 
nach Eagelfunction, indem man, wie auf S. ö5, setzt 

f(ö, tf,) = y(o)-i_y(i)^. rw+etc. 

Für r = t muss daher ZW in FW übergehen. Da femer Z überall, 
daher auch für r = einen endlichen Werth haben soll, so muss 
man für r<t in (6) 3E Null setzen. Endlich soll, so lange 
r<r, nicht nur jedes Z sondern auch sein Differentialquotient 
nach r 

continuirlieh sein; daher muss 3E von r s= bis r = r auch Nail 
bleiben, und man findet aas (6) 

r"X(") = yw, JW = 0; wenn r < r. 

Da aber Z für r = (x> nicht unendlich werden darf, so findet man 
r-n-ioß(n) _ yci.)^ x(-) = 0; wenn r > r. 

Durch Einsetzen dieser Werthe in Z und dann in v erh&lt man 
endlich Gleichungen wie im § 21, b, V, Cy cf, nämlich das Resultat: 
Die Function t, welche der Gleichung ^v = sowie den Bedin- 
gungen der Gontinuität und Endlichkeit genügt, und sich für r = r 
in f(0,y/) verwandelt, ist 

T = ^(— jy^") wenn r<r, 

(r N""*"* 
— j r(") wenn r>r, 

wo, nach I. 328, f gesetzt wird 

Y(n) = ^" + ^ p%mri önr^^Kri, ci>)P(")(cosy)ööi. 
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Snmmirt man die vorstehenden Reihen, so erh&lt man schliess- 
lieh, je nachdem r^r 

^^ -^ *^ (r'— 2rrcosy + r')* 

2) Soll ferner y an zwei concentriscben Kugelfläohen, 
nir r = r^ und r = Tj, sich in gegebene Funetionen /o(ö, y/) und 
fi(^» V') verwandeln, so sind drei Bäume zu unterscheiden, in denen 
y yerschiedene Formen annimmt. In dem einen, wo r^r^, wird 
V wie in 1) durch (c) dargestellt; da wo r < r, durch dieselbe Form, 
wenn man nur r und f resp. durch r^ und f^ oder durch r^ und f^ 
ersetzt. Endlich da wo r, < r < x^ muss man X und 36 in (6) 
solche Werthe ertheilen, welche denselben Gleichungen wie im § 21 
anter 3) genügen, und findet daher denselben Ausdruck wie dort 
unter (d) für F,. Die in demselben explicite vorkommenden F und 
^ können wir, wie dort, entfernen und durch die erzeugenden Func- 
tionen /o und f^ ersetzen. 

Die Dichtigkeit der Masse, % resp. x^ und x, , mit der man im 
1. Fall die Fläche, im 2. Falle die Flächen zu belegen hat um v 
zum Fl&ehenpotential zu machen, ist im § 23 unter a) resp. 6) an- 
gegeben, die erstere durch die Formel 

§ 27. Die für v gefundene Formel bedarf noch einer Verifi- 
kation (vergl. § 23). Hat man sie nach der ersten Methode abge- 
leitet, so genügt es, den Beweis nachzutragen, dass v bis in die 
Begrenzung conti nuirlich bleibt, und zwar nicht nur beim Ueber- 
gange durch Punkte, welche auf demselben Radius liegen, sondern 
auch in jeder Richtung. Für die Formel (c) gelingt der Nachweis, 
wenigstens wenn f eine stetige Function des Ortes auf der Kugel 
ist, durch die Grenzuntersuchung, welche Poisson*) anstellt, die 
man freilich durch ein Verfahren vervollständigen muss, wie das, 
welches Herr Schwarz bei einer ähnlichen Aufgabe **) angewandt 
hat; wie dort, ist auch hier die zu untersuchende Function durch 



*) Theorie mathdmatiqae de la chaleur n. 106 — 107. 
**) Borchardt, J. f. M. Bd. 74: Zur Integration der partiellen Differential' 

gleichung ^ + -^ = 0, S. 218-253. 

6* 



V = 
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ein Integral von einfacher Gestalt ausgedruckt Den Nachweis fbr 
die Aufgabe des § 26 unter 2), bei der die Lösung eine Function 
höherer Gattung und eine dreifache Integration enthält, wenn man 
die ursprünglich gefundene Reihe durch die in § 21 angegebenen 
Mittel summirt, habe ich noch nicht durchgeführt. 

Der Kürze wegen behandeln wir von den beiden F&Uen des 
üeberganges ron einem Punkte p = (r, ö, yi) zu einem Punkte 
p^ = (r, Öq, tpQ% nur den einen, wo r < r und setzen ausserdem r = 1. 
Um die Gontinuität von 

4^ -^ ' Y (l-2rcosy + r»)? ' 

wo, wie oben, cosy gleich cosöoosjy + sinösiniycosCv' — oi) ist, bis 
in die Fläche r = 1 zu beweisen, und zugleich nachzuweisen, dass 
sich V dort im Punkte p^ = (ö^, ip^) in /"(ö^, t^<,) verwandelt, be- 
schreibe man um p^ ^^ einem (kleinen) sphärischen Radius «^ und 
auch mit 2e, je einen Kreis auf der Kugelfläche r = 1, ziehe vom 
Mittelpunkt der Kugel Radien nach der Peripherie des ersten 
Kreises, die von einer der gegebenen concentrischen Kugelfläche 
mit einem kleineren Radius q, wo q eine später zu bestimmende 
Grösse bezeichnet, gleichfalls einen Kreis ausschneiden. Durch die 
zwei Kugelflächen und die Geraden (die Kugelradien) wird ein 
Raum begrenzt. Ich werde zeigen, und dies ist ausreichend zur 
Gontinuität, dass das Integral v, wenn man 1—^ und e hinlänglich 
klein nimmt, fQr die Coordinaten r, 6, xp aller Punkte p in diesem 
Räume beliebig nahe f(Oo^%) wird, oder vielmehr, was auf das 
Gleiche hinauskommt, dass' in demselben Räume 

(i-^orsin,a,/" f(^^^o)-fM e. 

(l-2rcosy + 0* 

beliebig klein wird. Es ist nämlich, nach I. 310, (c) der Factor von 

fC^o» Vo) glö'ßh 4fr. 

Man zerlege dies Integral nach ij und oi in eines über den 
kleinen Theil der Kugelfläehe (für r = 1), welcher durch den Kreis 
mit dem Radius 2e begrenzt wird und eines über den übrigen Theil 
der Kugelfläche. 

Das erste ist kleiner als das Produkt des grossten Unter- 
schiedes, welchen zwei Werthe von f(f],(o) in diesem kleinen 
Flächentheile haben können und des Integrales 
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dio 



Cd) ... (l — r')(%mridri 1 



(l-2rc08y + O* 

• 

über den Flächeutheil. Der erste Factor wird mit b beliebig klein, 
der zweite bleibt endlich, ist nämlich kleiner als dasselbe Integral 
über die ganze Kugel genommen, d. i. < in. Das ganze Produkt 
wird also mit e zugleich unendlich klein. 

Das zweite ist kleiner als das Produkt des grössten Unter- 
schiedes zwischen zwei Werthen von /"(jy, w) auf der ganzen Kugel, 
d. i. einer endlichen Grösse, mal dem Integrale (a) über den ausser- 
halb des Kreises mit dem Radius 2« liegenden Theil der Fläche. 
Nach unseren Festsetzungen über die Lage der Punkte p trifft ein 
vom Mittelpunkt der Kugel nach p gezogener Strahl die Kugelfläche 
r = 1 in einem Punkte p^, der offenbar innerhalb des kleinen Flächen- 
theils fällt, welcher durch den kleinen Kreis mit dem sphärischen 
Radius e .um p^ begrenzt wird. Ein Kreis um p^ mit demselben 
Radius schneidet daher ein Stück der Kugelfläche r = 1 heraus, 
welches ganz in dem kleinen Stücke liegt, das durch den Kreis um 
p^ mit dem Radius 2e begrenzt wird. Der zu untersuchende Werth 
des zweiten Factors, des Integrales, ist daher kleiner als (a) ge- 
nommen über den Theil der Kugelfläche r = 1, welcher ausserhalb 
des Kreises um p^ mit dem sphärischen Radius b liegt, also 



w>x. ix f^ sinyc/y 
<2(1— rO^/ —^ TT 

^ ^ •/ (l-2rcosy + r»)4 



Dieser Ausdruck ist gleich 

r V ^"^ l-2rcos€-fr''>'' 

Setzt man die Grösse q, bis zu welcher r, von r = 1 an, herab- 
sinken kann, gleich cos 6"^ wo o eine positive Zahl bezeichnet, die 
grösser als 1 ist, so sinkt der vorstehende Ausdruck, wenn e klein 
genug genommen wird, unter jeden Grad der Kleinheit hinab. In 
der That findet man fUr r = cos«^ und fUr unendlich kleine b 

1— 2rcos€-i-,r' cos«" 

§ 28. Als Ausdruck für die Dichtigkeit der Masse, mit der 
man (1. Fall des § 26) die Kugelfläche r = to zu belegen hat, damit 
das Potential v auf ihr gleich f(d, \p) sei, wurde 
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« 9#| 4-1 

(a) ... K= JS , r(") 

gefunden, wenn diese Reihe convergirt. Di richtet untersucht die 
Gonrergenz dieser Reihe nach der Methode*), deren er sich bei 
den Untersuchungen über die Entwickelung von Functionen nach 
Eugelfunctionen (I. 433) bediente. Er findet dabei das Resultat, 
dass, obwohl die Reihe im allgemeinen convergirt, die Convergenz 
an einigen Stellen aufhören kann, auch an solchen, an denen 
die Dichtigkeit x endlich bleibt; dort wird also die (endliche) 
Dichtigkeit nicht durch die Reihe dargestellt. M. yergl. S. 71, 
unter a. 

Eine unendliche Dichtigkeit in einzelnen Punkten oder Linien 
ist übrigens sehr wohl verträglich mit einer völlig bestimmten 
Massenvertheilung« Setzt man z. B. f(d, tp) gleich einer positiven 
Potenz von gos6, gleich cos^O, so lange zwischen und ^n liegt, 
aber gleich wenn d zwischen ^n und n, so divergirt die Reihe 
für = und = n so lange v^i ist, während doch die Dichtig- 
keit X an diesen Stellen endlich bleibt. Femer divergirt noch ausser- 
dem die Reihe, so lange »^^1 genommen wird, für d = ^rt. Aber 
an dieser Stelle ist die Dichtigkeit wirklich unendlich. In Bezug 
auf die Durchführung dieser Untersuchung verweise ich auf Di- 
richlet's Abhandlung mit dem Bemerken, dass der dort im Art. 4 
und 5 vorkommende Ausdruck 



K^f V«)(cosö)cos^Ösinödö 



schon I. 73 durch sehr einfache Hülfsmittel in die erforderliche Form 
gebracht ist. 

Statt durch die Reihe (a) kann man die Dichtigkeit x auch 
durch ein Doppelintegral ausdrücken, welches sich auf folgende Art 
herleiten lässt: Man macht wie I. 434 



J)etrachtet man jedesmal den Punkt (d, tp) der Eugelflächen, für 

*) Abhandl. d. Akad. d. Wissensch. in Berlin, gel. 28. Nov. 1S50: Ueber 
einen neuen Ausdruck zur Bestimmung der Dichtigkeit einer unendlich dünnen Kugel- 
schale, wenn der Wertb des Potentials derselben in jedem Punkte ihrer Oberfläche 
gegeben ist. 
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welchen man die Dichtigkeit aufsucht, als Nordpol (I. 302), so wird 
nach § 26, c das Potential in ihm, wenn r^x ist, 



V = ±ir(r*— r 



V 



F(y)»mydy 



2rrcosy4-^')' 

Unter der Yoraussetzang, dass F differentiirt werden kann, erhält 
man nach einer Integration durch Theile bei Fortlassung der Grenzen 

2r L j/r^— 2rrcosy4-r' ^ f/r'— 2rrcosy + r* J' 
also in den Grenzen 

^ r'-r^ r F(n) ^ F(0) r- r(y)dy \ 

- 2r L r+r-r-ry »^r»-2rrco8y + r' J 

Um die Dichtigkeit x zu finden hat man den Ausdruck mit dem 
obem Zeichen nach der äussern Normalen n, d. i. nach r, den mit 
dem untern nach n,, d. i. nach — -r zu differentiiren, (§ 22, S. 64) 
r gleich r zu setzen, und die Summe durch —An zu dividiren. Da- 
durch entsteht ftlr die gesuchte Dichtigkeit die Gleichung 

Axfix == F(n)^P^^dy. 

Das Element des Integrals bleibt nicht etwa, wie es den Anschein 
hat, ftir = nur ausnahmsweise endlich; man darf nicht über- 
sehen, dass f(d, V') eine Function des Ortes auf der Kugel, daher 
ftlr = von 1^ unabhängig ist. Entwickelt man sie nach Kugel- 
fnnctionen, so hat man 

f(ö, tp) = l^+ sinÖ(*jC08i^ + ti8in^)+sin'ö(l,co82f^ -f t,sin2V/) + • ••, 

wo <^, /,, tj, etc. Functionen von cosö sind. Es wird also F{ß)=^t^ 
für Ö = 0, und F(ßi) das Produkt von sinö und einer Function 
von cosö, kann also sehr wohl, durch sin^d getheilt, für ö = 
endlich bleiben. 

Als Beispiel behandelt Dir ic hl et den Fall, dass f(0,t[j) gleich 
eosö ist wenn 0<^n, aber Null wenn d>in. In diesem Falle 
lässt sich X durch ein elliptisches Integral der beiden ersten Gat- 
tungen darstellen; man findet 



X = 



1 pr 2-a8inö ,. . J ds 

2i/2 v/ Ll-a'sm'ö J i/l_aVl — ssi 



«'21^2^1 Ll-a'sin'Ö J |/l-a»|/l-»8m'Ö 
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§ 29. Einem spedeUen Falle der Aufgabe des § 22 kommt 
eine hervorragende Bedeutung zu, dem n&mMeh in welchem das 
Potential eines einzelnen Massenponktes, wie man sich aassadrftckeii 
pflegt, der sich im Innern oder Aeussem eines begrenzten Raumes 
befindet, in dem äusseren (a) oder resp. inneren Baume (i) durch das 
Potential einer Belegung der die beiden Bäume a und i scheiden- 
den Fläche ersetzt werden solL Indem wir es yermieden (§ 17, S. 32) 
von der Anziehung der Punkte zu reden, die ein Potential geben 
werden, welches der Natur eines Potentials entgegen unendlich 
werden kann (S. 42, 2)), ersetzen wir, beim Aufstellen der physi- 
kalischen Aufgabe, wie frfiher, den Massenpunkt durch den Hittel- 
punkt einer homogenen mit der Masse 1 erf&llten KugeL Diesen 
Punkt nennen wir den Pol, vollständiger den Pol der Green'- 
schen Function, um ihn unter den vielen verschiedenen Punkten, 
die in diesem Bande nebeneinander auftreten, kurz bezeichnen zu 
können. 

Wir bezeichnen hier einen Punkt mit den rechtwinkligen Goordi- 
naten a, b, c oder x, y, i abgekürzt als Punkt a oder x; die reci- 
proke Entfernung der Punkte a und x heisst T oder T(a, x). Dem 
Buchstaben x und allen von ihm abhängenden Functionen wird der 
Index angehängt, wenn derselbe auf die Grenzfläche rückt 

Um die Dichtigkeit x der gesuchten Massenvertheilung auf der 
Grenzfläche zu finden muss man zunächst, wenn a der Pol ist, das 
Potential der Kugelmasse 1 in Punkten Xc, die auf der Fläche 
liegen, aufsuchen. Dies, als Potential der Kugelmasse 1 in einem 
äussern Punkte wird aber T(a, Xo). Liegt der Pol a im Innern 
oder Aeussem der durch die Begrenzung geschiedenen Bäume, so 
wird die Fortsetzung des Potentials, wenn der Punkt x von Xo in 
den äusseren oder inneren Baum rückt, V = T(a, x) sein, da 
JT(a, x) =z 0, und T in dem betreffenden Baume den Bedingungen 
der Endlichkeit und Stetigkeit genügt. Nicht so einfach gestaltet 
Hieb das Aufsuchen einer Fortsetzung von T(a, Xc) in den inneren 
resp. äusseren Baum mit den Forderungen 2) des § 22; man hat 
dazu im allgemeinen nach einer der beiden Methoden die allgemeine 
Aufgabe des § 22 zu lösen, mit dem Unterschiede, dass man die 
auf der Begrenzung gegebene Function, im § 23 die Function f(d, ^)^ 
mit der besonderen T(a,x^) vertauscht, wodurch das Besultat oft 
eine sehr einfache Gestalt annimmt. Diese aufzusuchende Fort- 
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Setzung nennt Herr Carl Neumann ^) die Green'sehe Function; 
wir bezeichnen sie, wesentlich nach ihm, durch G(a,x). 

Um bei den folgenden allgemeinen Untersuchungen nicht unter- 
scheiden zu müssen, ob der Punkt a (der Pol) im inneren oder 
äusseren Baume liegt, nennen wir in diesem Paragraphen den zu- 
sammenhängenden Haum, welchem der Pol a angehört, den inneren, 
indem wir ihn als begrenzt durch gegebene Flächen ansehen, diese 
mögen sämmtlich endlich oder auch unendlich sein. So ist z. B. 
der Raum ausserhalb einer Kugel als der begrenzte Raum zu be- 
trachten, der zwischen der Begrenzung der Kugel und einer con- 
centrischen unendlichen Kugel liegt. 

Die Green'sche Function G(a, x) ist also diejenige Function, 
welche fbr alle Punkte mit den Coordinaten x, y, «, die demselben 
zusammenhängenden Räume angehören, in welchem sich der Pol a 
befindet, den Bedingungen d) und b) des § 22, S. 65 genügt (d. i. der 
Endlichkeit, der Stetigkeit, JG = 0), und die sich, wenn = [x, y, z] 
auf die Begrenzungen nach Oo = [a?o, yof ^o] rückt, in 

T(a, Xc) = - -^ -^ - 

verwandelt, wo der Pol (a, b, c) ein Punkt im Innern des begrenzten 
Raumes ist. 

Die Dichtigkeit der Masse, mit der man die Begrenzung zu 
belegen hat um die Wirkung des Poles a (der kugelförmigen, im 
Innern liegenden Kugel mit der Masse 1 und dem Mittelpunkt 
[a,byC^ in den äusseren Raum zu ersetzen, ist 

1 / 56Xa, X,) dT(a, x,) \ 1 d 



*) Allgemeine Losung des Problem» über den stationären Temperaturzu^itand 
eines homogenen Körpers, welcher von irgend zwei nicht concentrischen Kugelilächen 
begrenzt wird. Halle, 1862, S. 82. Die Function ü, welche Green im 44. Bd. des 
Cr eile' sehen Journals S. 366 einführt, ist G(a,x)—T(a,x)y verwandelt sich also an 
der Begrenzung in Null, und bleibt im Innern nicht endlich sondern wird im Punkte 
xssza unendlich. In Riemann's Schwere, Elektricität und Magnetismus herausg. 
Ton Hattendorff, Hannover, 1876, §23 wird der Function £7* der von Herrn N e u - 
mann für G eingeführte Name gegeben. Man betrachtet häutig G als den elektri- 
schen Zustand, welchen der Pol auf der geschlossenen Grenzfläche erregt, wenn er 
auiiserhalb des umschlossenen Raumes liegt und mit elektrischer Masse 1 geladen ist, 
die Fläche aber mit der Erde in leitende Verbindung gesetzt wird. Dies ist aber 
nicht genau nnd nur an einzelnen Stellen als Annäherung anzusehen. M vergl. §71. 
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WO wiederholend bemerkt wird, dass n, die Richtung der Normalen 
im Punkte [xe^ j/e^ sj in den umgrenzten inneren Raum ist, welcher 
den Pol [a,b,c] enthält 

Nach den Sätzen von Green & u. findet man aus x, dieser 
Function von a, b, e und Xc^ y«, Zc ganz allgemein das Potential v 
in dem Punkte [a, b, c] des inneren Raumes, wenn es in den be- 
grenzenden Flächen nicht mehr die besondere Function T(a^ Xc) 
sondern eine beliebig gegebene Function v» der Goordinaten Xc, jfo> ^c 
der Flächen ist, und dies ist die grosse Bedeutung der Green'- 
sehen Function. Man erhält nämlich (s. S. 93) 



(6) . . . V = / /xoYodo, 



d. i. den gesuchten Werth von v im Pole, wenn Xo die oben ge- 
fundene Dichtigkeit im Flächenelemente do, und Vo die gegebene 
Function ebendaselbst bezeichnet, die Integration endlich sich auf 
alle Punkte Xß der Begrenzung bezieht. 

Wir stellen die Resultate zusammen: Um die Aufgabe 2' 
des § 22 zu lösen, d. i. das Potential y in jedem gegebenen Punkte 
[a, b, c] im ganzen Räume zu finden, wenn es in allen Punkten 
[xo^ üoj ^o] der Begrenzung eines zusammenhängenden endlichen oder 
unendlichen Raumes gegeben ist, nämlich auf einer etwa im Un- 
endlichen liegenden Begrenzung gleich Null, auf dem im Endlichen 
liegenden Theile aber (im allgemeinen) beliebig gegeben — diese 
gegebene Function sei Vo im Flächenelemente do — suche man 
erstens die Green'sche Function G(a, x) für den Pol a in dem 
inneren Räume, d. h. in demjenigen von den beiden Räumen, 
welche durch die gegebene Fläche geschieden werden, der zugleich 
den Pol enthält; bilde zweitens 

drittens bilde man 



V =Jjxt,YßdOy 



wo Vo nur von den Goordinaten x^^ yo) ^o des Punktes, der dem 
Flächenelement do angehört, abhängt, % von diesen und den Goordi- 
naten o, 6, c des Poles. Dann ist y das gesuchte Potential im Pole. 
Um endlich die Dichtigkeit derjenigen Flächenbelegung, welche 
dies Potential erzeugen würde, in einem beliebig gegebenen Punkte 
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der Fläche zu ermitteln, sucht man v für die beiden Räume auf, 
welche die Fläche scheidet, lässt den Pol in beiden in den ge~ 
gebenen Punkt rflcken, differentiirt jedes der beiden y, die v und 
V, heissen mögen, nach der inneren Normalen n resp. fi,, und findet 
BchUesslich die Dichtigkeit der Belegung gleich 






Es ist somit nicht mehr erforderlich, um für eine Begrenzung 
die Aufgabe 2' zu lösen, dieselbe für jeden willkürlich auf der Be- 
grenzung Yorgeschriebenen Werth Vo von v selbständig zu behan- 
deln , sondern nur für den einen bestimmten Werth Vo = T(a, x^. 

Die wirkliche Auflösung der speciellen Aufgabe, die Green'- 
Bche Function zu finden, ist im allgemeinen, zumal man dieselbe 
für jede Lage des Poles kennen muss, nicht wesentlich leichter 
als die der allgemeinen, v aus dem Werthe an der Obei-fläche Vo 
zu ermitteln. Letztere verlangt nur die Zusammenstellung eines 
etwas grösseren Apparates, nämlich die Hinzuziehung der continuir- 
lichen Function Vo des Ortes, welche mit der Green'schen Function 
darch eine doppelte Integration über die Fläche verbunden wird. 
Aus (6) ist ersichtlich, wie man umgekehrt, wenn v in dem allge- 
meinen Falle bekannt ist, x ermitteln kann. In der That, wenn 
das Potential v, das sich auf der Begrenzung in Vo verwandelt, 
gleichgültig welche continuirliche Function des Orts auch Vo sei, 
sich immer durch einen Ausdruck wie (6), nämlich 



fß 



mit gleichbleibendem X darstellen lässt, so muss l gleich x sein. 
Wir werden daher, sobald einmal die allgemeine Aufgabe in 
der vorliegenden Form gelöst ist, — und in solcher wird die 
Lösung bei uns auftreten — , durch Absonderung von Vorfo so- 
fort die Function Xo, welche die Dichtigkeit der Belegung 
fttr die Green'sche Function ist, erhalten. 

Die Green'sche Function für die Kugel ermitteln wir unten 
(§ 30) durch ein sehr einfaches Verfahren. 

Das Aufsuchen der Green'schen Function fUr eine Fläche 
lässt sich übrigens, wie sich sofort durch Anwendung einer Methode 
zeigt, welche man Methode der reciproken Badii Yectores (M. vergl. 
§66.) nennt, mit der anderen vertauschen, ein Potential v so zu 
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beBtimmen, dass es auf einer, im allgemeinen von der ersten yer- 
schiedenen, Fläche constant bleibt. 

Eine Reihe von Aufgaben aus der Elektrodynamik erfordert 
die Bestimmung einer Function u, welche die Eigenschafken eines 
Potentials besitzt (Endlichkeit, Stetigkeit, ^u = 0), die aber nicht 
selbst, sondern deren Differentialquotient nach der Normalen an der 
Begrenzung gegeben ist. Diese Aufgabe wird in ähnlicher Art auf 
eine Fundamentalaufgabe reducirt*), nämlich auf das Aufsucheu 
einer Function r(^a, x^) die im übrigen dieselben Eigenschaften wie 
G besitzt, die aber an der Begrenzung nicht der früheren Bedingung 
sondern der Gleichung 

dT _ drCa,Xo) 

ön, ^ 9», 

genügt. (S. u.) 

Um die Gleich. (6) abzuleiten, bezeichne man in einem zu- 
sammenhängenden endlichen oder unendlichen Räume zwei endlich 
bleibende Functionen von rechtwinkligen Goordinaten x, y, z durch 
U und V. Vermittelst einer Integration durch Theile beweist man 
die Gleichung 

in der dn^ das Element der nach innen gerichteten Normale in 
einem Punkte der Begrenzung, dl das Körperelement des Raumes 
über den integrirt wird, do das Flächeuelement der Begrenzungen 
vorstellt. Um einen Punkt [a, b, c] im Innern lege man eine Kugel 
mit einem kleinen Radius a, wodurch ein Theil des Raumes aus- 
geschieden und die Kugelfläche als neue Begrenzung der früheren 
hinzugefügt wird. Setzt man dann U = T(a, a;), so wird die linke 
Seite von (c), da JT = 0, 

-yZ/''^«'^)^^*" +//('' In,-^ ö^>' 

wenn das Integral nach dl^ über den verkleinerten Körperraum, 
nach do über dieselbe Begrenzung wie früher genommen wird, nicht 
mehr gleich 0, sondern gleich dem ttber die Kugelfläche genom- 

♦) Borchardt, J. f. M. Bd. 58: Lipschitz, Beitrage zur VertheiluDg der 
statischen und der dynamischen Elektricität in leitenden Körpern 6. 1—53. 
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menen Integral 



ffk 



Lst d^ der Winkel am Mittelpunkt der Kugel, welcher zu do, ge- 
hört, also (fo, = a^dl^ so wird dies Integral 



-lA-'i^y^- 



und wenn man a unendlich klein nimmt und F(a, h^ c) den Werth 
von F im Punkte [a, 6, c] bezeichnet , gleich ^n F(ö, ft, c). Das 
Integral nach di^ erstreckt sich nun, wo a unendlich klein ist, 
wieder über den ganzen Raum, auf den es sich ursprünglich bezog. 
Setzt man noch V gleich einer endlichen continuirlichen Function y, 
die der Gleichung Jv =^0 genügt, so hat man 

Macht man in (c) wiederum F = v oder U =^G(a, x^\ so wird 

Zieht man diese Gleichung von der früheren ab, so entsteht 

47rv(a, 6, c) =jßf • -q^ {T(a, x,) - G(a, x^)) do, 

d. i. die Gleich, (6). 

Man wird die Formel (6) übrigens nicht als mit völliger Strenge 
bewiesen, sondern nur als eine heuristische ansehen können, indem 
manche Punkte in der Ableitung einen genauen Beweis vermissen 
lassen. Es ist z. B. noch nicht bewiesen, dass 6 sich continuirlich 
ändert, wenn der Pol bis in die Begrenzung fortrückt. 

Hätte man statt der Green'schen Function G die oben er- 
wähnte r aufgesucht, die im Uebrigen dieselben Eigenschaften be- 
sitzt wie G, an der Begrenzung aber giebt 

ar(g, gp) ^ dT(a,x,) 
^n^ ön, ' 

80 würde eine Subtraction von 
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statt von (d) geben 

eine Formel, die v in's Innere fortsetzt, wenn diese Function nicht 
selbst sondern ihr Differentialquotient nach der Normalen an der 
Begrenzung gegeben ist. 

§ 30. Wir suchen die Green 'sehe Function fttr die Kugel auf, 
d. i. für den Fall, dass die Begrenzung eine Eugelfläche mit dem 
Radius r ist Um uns der Ausdrucksweise, deren wir uns bei der 
Stellung der Aufgabe (S. 89) bedienten, ganz anzuschliessen, müssen 
wir, je nachdem der Pol [a, b, c] sich im Innern der Kugel oder 
ausserhalb befindet, als Begrenzung des zusammenhängenden Raumes 
in dem der Pol liegt das erste Mal die Kugelfläche r, das zweite 
Mal zugleich diese Fläche und eine unendliche Kugel betrachten. 
Der bequemeren Ausdrucksweise wegen spreche ich das Resultat 
zunächst nur im zweiten Falle aus, wenn also [a, b, c] in dem 
Räume liegt, wo r > r ist: 

Der Pol [a,b, c] liege in a; man zieht von a durch den Mittel- 
punkt m der Kugel eine Gerade abcb, welche die Kugel in b und b 

schneidet. Der vierte zu abb harmo- 
nische a zugeordnete Punkt sei c Als- 
dann ist die Green 'sehe Function in 
Om =r ^®"^ Punkte oder [x, y, »] 

Mii=T r 1 

(a)... G = ^T-, (Om>r)- 

^ ^ am Oc ' ^ ^ 

Beweis. Selbstverständlich kann 
man sich der allgemeinen Methode des 
§ 26 bedienen; eine geometrische B^ 
trachtung fährt aber leichter zum Ziel. 

Rückt in die Kugelfläche nach Oe, 
so ist bekanntlich 

cOo : aOo = bc : ba = r— cm:am— r. 




Da ferner tttc.ma = r', 
Verhältniss wie oben 



so ist dasselbe 



= (r ):(om — r) = r: 



atn. 



Hieraus folgt, dass wenn in 0« fällt, die rechte Seite von (a) 
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in die Reciproke der Entfernung aOo übergeht. Denselben Werth 
mass aber G in Oc erhalten. 

Femer bleibt Oa, wenn in dem Baume ausserhalb der Kugel 
liegt, endlich. 

Schliesslich genügt die rechte Seite von (a), fär G gesetzt, der 
Gleich. JG = Oj da sie das Produkt einer Gonstanten in Bezug 
auf die Lage von und von der Beciproken der Entfernung 

ist, wo X, y, » die rechtwinkligen Coordinaten von 0, und a,, b,, c^ 
von c sind. 

Wenn der Punkt [a, b, c] im Innern der Eugel, in c liegen 
warde, so wäre die Green' sehe Function 

Um einen bequemen analytischen Ausdruck für die Green' sehe 
Function und daraus Xo in (6), d. h. die Dichtigkeit der Belegung, 
welche dem Pol entspricht, zu erhalten, bestimme man durch 
Polarcoordinaten r, 6, xff, und den Pol, also im ersten Falle a, im 
zweiten c, durch s, fj, tp. Es ist also 

Om = r, Oma = y, ma = « resp. mc = s; 

man hat dann im ersten Falle, wenn nämlich s>x ist. 



Oa = )V— 2rÄCosy + «', Oc = j/r'— 2r — co8y+ -V, 
und hieraus, nach (a). 



G = JL 



yr' — 2r^C08y+-^ 



Hiernach wird die in (6) Torkommende Dichtigkeit Xe 

r 1 



4n 



^ ör I |/r»— 2r«c 



l^r*— 2r«cosy + «' * 1/ a o 1^" 

' Vr" — 2r — cosy + 

Air r = T, und wenn man zusammenzieht * 

1 s'-t' 




Xo = 



Arn (r'-2r«co^+0* ' 
Setzt man diesen Werth in (6) ein und beachtet, dass das 
Flächenelement do gleich r'sindd^d^ ist, setzt auch, wie früher. 
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den gegebenen Werth von v auf der Oberfl&che, dort y«, gleieh 
f(fif yj)j so erhält man als Aasdruck des Potentials r im Pole (9, tj, w) 



d. i. den im § 26 gefundenen Ausdruck (c) ftlr y, wenn man dort 
nur r, 0, tp mit s, tj, o) vertauscht. Den zweiten Werth fUr v, wel- 
cher dem Falle s<ir entspricht, findet man auf ganz ähnliche Art. 

Die BestimmuDg der im § 29 erwähnten Function F gestaltet sieh so: 
Behandelt man den Fall, den unsere Figur andeutet, so muss r*(a, x) ak 
Potentialfunction im Räume r >- r, die Form haben 

r(a, x) = ^c,,P<«)(cosy)r-*-*, 

WO c eine Gonstante nach r und y bezeichnet. Andererseits giebt T für Punkte 0, 
die nicht zu entfernt von der Begrenzung oder in derselben liegen (x ^r < s) 
die Entwickelung 

T(a, x)= ± ^p(«)(cosy). 

»=0 • 

Diflerentiirt man jT und T nach r, macht dann r = r und setzt diese Dilfe- 
rentialquotienlen einander gleich, so ergiebt sich 

t*^ — ^ ••>- ■ . — ^^^^ 

und damit 

r(a, *) = — ^ i T^(7[^T'^"^(«'»y)- 

Diese Reihe lässt sich leicht summiren; wenn man q durch die Gleichung r«^ = r* 
einfahrt, findet man 

rr(a,.) = ---_-?.—_ -log _£-_^HtVi^^ 

]/l-2^cosy4-^^ 2sm^iy 

Setzt man r = r, so erhält man schliesslich 

yr — 2v«cosy + Ä* ^*s»" ty 

§ 31. Im Art. 35 seiner mehrerwähnten *) allgemeinen Lehr- 
sätze etc. behandelt Gauss die Frage, wie die Masse auf einer 
Fläche vertheilt sein müsse, um dort ein vorgeschriebenes Potential 
zu geben, welche im Vorhergehenden (§ 23 u. § 28) flir eine Kugel 
gelöst wurde, ftlr eine Fläche, die yon einer Kugelfläche sehr wenig 
abweicht, wenn Grossen von höherer Ordnung als die Abweichung 
selbst yemachlässigt werden dürfen. Er bedient sich dazu der Ent- 



•) Werke, V, 237—240. 
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¥rickelung des Potentials in Reihen, während Dirichlet am Schluss 
seiner vorerwähnten Abhandlung*) das Resnltat von Gauss etwa 
in folgender Art ableitet: 

Die Eugelfläche, von welcher eine andere Fläche wenig ab- 
weicht, habe den Radius r, die geradlinige Entfernung der Punkte 
{6, tfß) auf der Kugelfläche von einem anderen (ö', tp') auf derselben, 
welcher während des Beweises festgehalten wird, sei q. Man ziehe 
vom Mittelpunkte der Kugel nach den Punkten (d, tf/) Gerade, welche 
die Fläche in der Entfernung r(l+y«)> vom Mittelpunkte aus ge- 
rechnet, schneiden, wo y eine kleine Constante, ;& eine Function 
von und ^ vorstellt, die durch a' bezeichnet wird, wenn 0, tff in 
0', tfß' übergehen. Jeder Schnittpunkt helsst der entsprechende des- 
jenigen auf der Kugel, der mit ihm auf demselben vom Mittelpunkte 
ans gezogenen Strahl liegt. Die Entfernung der Punkte, welche 
(0, %fi) und (P\ tp') entsprechen, sei p. Alsdann ist 

9' = 4r'sin*Kö-ö'), 

p' = r'KH- yzy + (1 + yzy - 2(1 + yÄ)(l + yÄOcos(ö - 0% 

also, wenn man die Glieder der zweiten und höheren Ordnung nach 
Y vernachlässigt, 

p' = «'[i+K^ + ä')], p = ^[i+iK»+0]. 

Dem Element do der Kugelfläche entspreche do auf der gegebenen, 
80 dass man hat 

do = {1+y^yda; 

die gesuchte Dichtigkeit der Masse auf dieser Fläche sei x. 

Das Potential im Punkte (rCl+yÄO? ^S V'O der gegebenen Fläche 
bei dieser Belegung ist nach der Erklärung des Potentials 

'• =#^. 

wenn das Integral über die ganze gegebene Fläche genommen wird. 
Setzt man fbr do und p die Stücke da und q ein, so findet man 

und hieraus 



*) Abh. der Akademie v. 1850. 
Heine, Anwendangen der Kngelfunctionen. 2. Aufl. 
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Das Integral auf der Linken der letzten Gleichung unterscheidet 
sich, wie die vorhergehende zeigt, ron y' nur um Grössen erster 
Ordnung, so dass man, mit Fortlassung von Grössen zweiter Ord- 
nung erhält 

da 



(l+iyÄ0v'=y7i(l + iyÄ) 



9 

Die Function v' hat auf der gegebenen Fläche einen vorge- 
schriebenen Werth. Multiplicirt man diesen mit l+i^^'v ^o b^^ 
man dies Produkt als einen vorgeschriebenen Werth für das Po- 
tential unserer Kugel in ihrer Oberfläche anzusehen und die Dichtig- 
keit aufzusuchen, welche eine auf der Kugel vertheilte Masse haben 
muss um auf der Kugelfläche das erwähnte Potential zu liefern. 
Diese Dichtigkeit, durch 1-f fy« dividirt, ist die gesuchte Dichtig- 
keit X ftlr die Belegung der gegebenen Fläche mit Masse. 



Zweites Kapitel. 

Das Rotationsellipsoid. Der Ekreis. 

§ 32. In diesem Kapitel werden Aufgaben ftr das Rotations- 
ellipsoid gelöst, welche den im vorigen Kapitel ftlr die Kugel be- 
handelten entsprechen. Es ist dazu vortheilhaft , statt der recht- 
winkligen Coordinaten elliptische einzuführen (I. 350). 

Die rechtwinkligen Coordinaten zweier Punkte seien x, y, % und 
a, b, c. Bedeutet h eine Constante, nämlich die Excentricität, reell 
oder imaginär genommen, eines vorgegebenen Rotationsellipsoides, 
so setzt man in diesem Kapitel 

y = Äf^r'—lsinöcos^, b = A^f'—lsini^oaBai, 

ft = Ay^r'— lsinösinv> c = h'^i^^-lsrntjAnw, 
0<e<7v, 0<^<2«, 0<f]<:n, 0<iö<27r, 

und yß'—(o = (p. Behandeln wir abgeplattete EUipsoide (wie die 
Erde), so werden h und r imaginäre Werthe ertheilt Wo es darauf 
ankommt, dieses hervorzuheben, setzen wir 
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Einen besond^m Werth von r oder s werden wir mit r, und wenn 
deren zwei auftreten mit r^, und x^ bezeichnen , wo r^ > r, ange- 
nommen wird, endlich r, wenn es imaginär ist, mit iy vertauschen. 
Man findet 

= Ä*[r" — sin'Ö4-»' — sin'j; — 2r«cosöcosi7 

— 2 yr^—1 y^s^—1 sin Ösin i^cosCv^ — co), 

so dass R sich nicht ändert, wenn r mit s, 6 mit 17, %p mit w ver- 
tauscht wird. Die Entfernung R der Punkte des Punktenpaares 
(r, 6, rfi) und («, ij, w) ist also dieselbe wie z. B. die von ($, 0, ip) und 
(r, 17, (o). 

Wir beginnen mit der Entwickelung von T nach Kugel- 
funetionen. Diese aufzufinden ist die einzige Aufgabe dieses 
ELapitels, zu deren Lösung die Methoden des vorigen nicht ganz 
ausreichen; bei der Kugel war die Entwickelung von T schon durch 
die Definition der Kugelfunctionen und durch das Additionstheorem 
derselben gegeben. 

Von den verschiedenen Punktepaaren, welche dieselbe Ent- 
fernung R haben, nennt man ein solches [x,y,zi\ und [a,b,c]^ für 
welches Mr > Ms ist; die hier folgende erste Methode setzt femer 
voraus, dass auch und tj nicht willkürlich, sondern so gewählt 
werden, dass x—a positiv sei. 

Erste Methode. 

Aus der Gleich. (4, 6) in I. 27 hat man unmittelbar 

2nh _ n^ hdv 

R "~y «— a4-«(y — *)cost;-}-f(a — c)8inv ' 

weil x—a positiv ist. Setzt man 

a?-}-*ycosiy + **8ini7 = «A, 

a-)-i6cosi7 + *^siii^ = ?^9 
BD lässt die unter dem Integralzeichen auf der rechten Seite stehende 
Function, vorausgesetzt dass 

(a) . . . *(«- V^?^^) < *(/?- SY^^ 

nach (1, 11) sich in eine Reihe von Produkten aus Kugelfunctionen 
erster und zweiter Art entwickeln, und man erhält 

-^ = J(2n+1)/'*''P(«)(/J)0(«)(a)dt; = "InKT, 



7» 
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WO a und ß in r, 0, tp, s, ij, w und v doreh die Gleiehongen 



a = rcoBÖ + tf^r*— l8inÖcos(i/; — v), 
ß = Äcosjy + i}^«'— lsini7C08(6i — v) 

ausgedrückt werden. Um zur schliesslichen Form zu gelangen, setzt 
man für P^*^(ß) und Q^*>(a) ihre £nt Wickelungen nach Cosinus der 
Vielfachen von (o—v resp. tl;^v. Man kennt diese aus den Ad- 
ditionstheoremen I. (52) und I. (ö5)f 2. und 4. Fall auf S. 336 und 
337; man setzt demgemäss 

P^^'^Cß) = J'a?^/t^(0't\eosi7)cosv(cü-tO, 
(2n + l)(?»(a) = 22;X-'iyQ^r\r)P^y\(iOHd)Gosv(^f^v). 

Durch Multiplikation der beiden Reihen und eine Integration 
nach V in den Grenzen und 27t, bei der diejenigen Vielfachen 
von tfß^v fortfallen, welche höher als das n^ sind, erhält man 
unmittelbar die gesuchte Entwickelung 

(7) . . . AT = ^2W, (Mr > M8)y 

%(n) = ^'(-.l/alr^/t^(co8Ö)f^"^(cosj7)Pl"^(«)0?'kOcosi'(^ 

wenn a^"^ die durch I. (46, d) gegebene Constante 

An) ^ g [l,3.5,..(2n-^l)y 
il(n + y).il(n-i') 

bezeichnet. Setzt man « = in (7), so entstehen offenbar die 1. 82 
am Schlüsse des § 17 angegebenen Entwiekelungen. Aus der letzten 
von ihnen, 

|/l— x'sin'ö 2.4...2i» x ^ ^^ \x/' 

findet man also für das elliptische Integral erster Gattung u eine 
Entwickelung nach Eugelfunctionen von cosamti^ nämlich mit Httlfe 
von I. 93 

mit der man die von Jacobi gegebene*) desselben Integrals ver- 



*) Fnndamenta nova theor. fnnct. ellipt. art. 45, S. 127. 
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gleichen kann, welche nach ganzen Potenzen von xsind und zu- 
gleich nach Kugelfunctionen P("^(coBa;) geordnet ist, wenn man 
X = tlogx setzt. 

Die Gleichungen (7) gelten, so lange nur Ur > Ms ist, fQr alle 
Werthe von r, «; Oj tj, %p und fo, während ihre Ableitung diesen 
Grössen gewisse Grenzen vorschrieb, nämlich das Bestehen der 
Ungleichheit (a) verlangte. Genügt wird dieser Bedingung bei ver- 
längerten Ellipsoiden, wenn 6 nicht zu gross ist. Um dies zu zeigen 

bringe man a in die Form pcos?-f iy'p' — Isinqf, wozu nach I. 16 
flir p die grössere Wurzel p der Gleichung 

r'cos'g (r'-l)8in 'gc os'(tft-t;) _ 

geometrisch aufgefasst, die grosse Axe einer gewissen Ellipse mit 
der Excentricität 1, zu setzen ist. Nach I. 40 wird dann 

Bestimmt man noch eine Zahl p,, welche sich auf ß ähnlich bezieht 
wie p auf a, so wird die Bedingung (a) mit der Bedingung p> p^ 
übereinstimmen. Den grössten und kleinsten Werth für alle v er- 
reicht aber p, wie man sofort durch Auflösen der quadratischen 
Gleichung oder durch eine geometrische Betrachtung ersieht, für 
cosCV'— v) gleich 1 resp. 0; diese beiden Werthe von p sind, wenn 
d so klein genommen wird, dass rcos0 über 1 liegt, r und rcos^. 
Aehnliches gilt für p^. Hieraus ersieht man, dass (a) erfQllt ist, 
wenn man so klein nimmt, dass rcos^>« wird. 

Dass die Gleichungen (7) noch, unabhängig von diesen Be- 
schränkungen, für alle reellen und imaginären r und «, und alle 
0, tj, tp, toy welche in Frage kommen, gültig bleiben, lässt sich nach 
den allgemeinen Principien darthun, deren man sich häufig bedient, 
um die Gleichheit von Functionen auch über die Grenzen der Ver- 
änderlichen hinaus, für die sie ursprünglich bewiesen ist, nachzu- 
weisen. 

Drückt man sind und cosO, sinij und costj, r und ^r^ — 1, s und y»'— 1. 
resp. durch 

aus, so wird T die Quadratwurzel einer rationalen Function von u, u^, to und 
fTj» und bleibt nach diesen Veränderlichen monodrom und monogen, wenn d 
und fj von bis n wachsen, oder auch, wenn u und u^ nicht aus einem unend- 
lichen schmalen Streifen heraustreten der die unendliche positive Axe des Reellen 
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urogiebt. Sie bleibt auch roonodrom und moDogen, wenn r und s auf geeig- 
neten Wegen von reellen Werlhen zu rein imaginären übergeben, oder, in der 
Sprache der Geometrie, wenn mau die verlängerten Ellipsoidie in abgeplattete 
übergehen lässt, vorausgesetzt, dass der Uebergang durch solche Werthe von fr 
und w^ erfolgt, welche in dem Quadranten liegen, dessen Punkte einen positiven 
reellen und imaginären Theil besitzen, aus dem man aber ein Stück durch 
einen Kreis mit dem Radius 1 ausgeschnitten hat, dessen Mittelpunkt im 
Punkte liegt. 

Die rechte Seite von (7) ist eine unendliche Reihe, deren n^^ Glied eine 
ganze Function n^^ Grades nach sind und cosd, und nach sini^ and cosij ist, 

die femer, wegen der Produkte Pv\9)Qy(r), selbst ebenso wie ihre Diffe- 
rentialquotienten nach tr und w^, absolut convergent ist, so lauge nur M$<iMr. 
Hieraus schliesst man, dass dies auch der Gültigkeitsbereich für (7) sei. 

Uebrigens kann man auch die rechte Seite der Gleichung für Z durch Inte- 
grale ausdrücken, dann summiren und die Integration ausführen. Auf diese Art 
lässt sich die Formel (7) verificiren. Dies wäre der umgekehrte Weg 
von dem, auf welchem wir im § 33 zur Entwickelung von T ge- 
langen werden. 

loh lasse nun eine Methode zur Ableitung von (7) folgen, die 
etwas weitläufiger als die erste ist, welche aber die Fälle des ver- 
längerten und abgeplatteten Ellipsoides so behandelt, dass es nicht 
mehr einer nachträglichen Verifikation bedarf. 

§ 33. Zweite Methode. 

1) Das verlängerte Ellipsoid (r>* > 1). Die Grundlage 
für die zweite Methode bildet eine von der früheren verschiedene 
Zerlegung von Ä*. Man hat offenbar (xp — (o = q>) 

Ä» = A>[(r«-cosÖcosj7)' 

— (Vr*— 1}^*'— l+sinösinjycosfl))* — sin'ösin'jyflin'y], 

woraus sieh, mit Anwendung von I. 27, ergiebt 

' 

wenn man zur Abkürzung setzt 

y = w— y'r'— Ij/«*— Icosv, 

d = cosdcosi;— -sin0sini7cos(i; — 9>). 

Die Function y ist am kleinsten ftlr t; = 0; es wird also, die Grenz- 
fälle ausgeschlossen, y > 1, <) < 1 und man hat wie oben 



oo 



AT r= 2:a:w, 

fl=Ü 

wenn man setzt 
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Zur weiteren Vereinfaohuiig bedient man sich der Additionstheoreme 
ftr die Kugelfunctionen, I. 312 u. 333 (m. vergl. auch I. 338, 5. Fall), 
d. i. der Formeln 

Die Multiplikation dieser beiden Gleichungen und eine Integration 
nach V verschafft sofort die frühere Formel (7). 

Diesen ersten Fall, der sich auf das verlängerte Ellipsoid be- 
zieht, habe ich bereits in der ersten Auflage erledigt; ich füge nun- 
mehr den zweiten Fall hinzu: 

2) Das abgeplattete Ellipsoid 

(r = *?,« = tcF, Ä = — il^; Q> a> 0). 

Um T in diesem Falle durch ein bestimmtes Integral auszu- 
drücken, bedient man sich nicht der Gleichung I. 27 wie bisher, 
sondern der entsprechenden I. 171, erster Fall. Macht man 

A = ]^(^a-}-cosöcosj7), 

B = \)(^Q'^ + i /a'4- 1 — sinösin?^ cos^)), 

C = j^sin^sini/sinqp, 

so sind A, B, C reell und die erwähnte Gleichung giebt 

du 



2nT 



_ p du p 

""*/ -A + Bcosiw-I-Csinttt J A—. 



il-fBcosiw-|-Csinttt J il— ficosttf-f Csinit« ' 

—09 - —«0 

setzt man f&r A, B, C ihre Werthe ein, so giebt sie ^ 

/"• du /** du 

—00 "—CO 

wenn a, ß, «j und ß^ an dieser Stelle folgende Bedeutung haben: 

a =^ Qa + }^Q^+1 ya^ + l cositi 

— /? = cosöcosij — sinösinjjcos(q()4-***)i 

a, = ^<y — y^* + 1 fa' + l cos tu 
— ft = cosöcosjy + sinösimjcosCy — tu). 

Wie im vorigen Falle so dient auch hier (I, 11) dazu, die Aus- 
drücke die unter dem Integralzeichen stehen, nach Kugelfunctionen 
za entTvickeln. An einer späteren Stelle, bei einer Untersuchung 
ttber das Potential eines Kreises (§ 41), entwickeln wir das erste 
Integral allein, oder vielmehr summiren wir eine Beihe, welche 
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(weBontlicb) das erste Integral zur Summe 4iat, während wir hier 
im weiteren Verlaufe beide Integrale zusammenfassen. 

Erstens ist sowohl a (offenbar) als auch a^ absolut grosser 
als costfi; es bleibt nämlioh 

l^^'+l Vcj' + 1 cosifi — QG — COS itt = (|/ß' 4- 1 |/a' + 1 — l)costu — qc 

selbst dann noch positiy, wenn cos iti seinen kleinsten Werth 1 an- 
nimmt, da 



positiv ist. Daher sind M(a + ya^—l) und ^[(aj+y'aj— 1), wenn 
das Zeichen der Quadratwurzeln, wie festgesetzt wurde (1. 40), gleich 
dem Ton a resp. a^ genommen wird, grösser als &", wo unter u der 
positive Werth fQr jedes gegebene cositi verstanden wird. Zweitens 

sind M(ß + yß^^) und M(ß, + Yß^) kleiner als diese Zahl. 
Zum Beweise setze man, ähnlich wie S. 101, 

cos cos 17 — sind sin 17 cos 9) cos tt« = pcos^, 

sinösini/sinysiniti = iy^jp'— Ising, 

so wird M(ß+yß*—l) = p-|-|^p'— 1. Man findet aber dass p 
kleiner als costtf sei. Wäre nämlich p > costu, so wftrden die 
beiden Gleichungen, durch welche p und q eingeführt wird, geben 

/cosöcosi? • ^ . V 9 

^ . — i — sin ö sin j? cos ^p) > cos'j, 

sin'dsin'jysin'f) > sin'j. 

Aus der ersten von den beiden vorhergehenden Gleichungen 
folgt nämlich die erste von den Ungleichheiten durch Division mit 
costti; aus der zweiten Gleichung gewinnt man zunächst 

— sin'ösin'jysin'gpsin'fti = (p'— l)sin'}, 
und da p > cositi angenommen war 

— sin'ösin'iysin'ysin'tt« > — sin*iusin*g. 

Dies ist die zweite Ungleichheit 
Setzt man 

co&(7 COS17 = a cos tu, sin (? sin 37 = 6, 

so ist sowohl a als auch b kleiner als 1 ; die Addition der beiden 
Ungleichheiten würde also ergeben, dass 
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grösser als 1 bleibt. Wenn aber selbst 9 = tt gesetzt wird kann 
dieser Ausdruck, der dann das Quadrat ron a + fr ist, doch nicht 
grösser als 1 sein. Selbst im günstigsten Falle, fbr u == 0, würde 
a + 6, ein Ausdruck von der Form 

cos ö cos 17 -f siJi ö sin »?> 
höchstens 1 erreichen. Daher war unsere Voraussetzung über p 
unrichtig und es muss p < costti sein. 
Man findet also 

M(ß + ^ß'-l) = p + Vp'-I < cosiM-isiniii < M(a + |/ir^^), 
M(ß, + y^fHT) < M(a, + ]/<=!). 
Man darf daher setzen 

2nf)T = J (2n + 1) [ / P(«)(/9)0(«)(a)rftt -f" P^''Kßi)Q^''K^i)^A' 

—00 — 00 

Wir setzen filr i^O?) und P"(/»,) ihre Werthe aus I. 312 

(_l)«^'(_l)»'o(")p(»)(C0BÖ)Pl"'(e08l?)C0B*(y-«M), 

und erhalten dann 

2n^T = ^(2» + l)i:'o?^fi."^(cosö)7i"^(cosJ7)eos»'g).T, 

wenn man setzt 

T = (-l>7"°°[(?(«)(a)-(-l)''(?W(o,)]cosi»«rf«, 



— 00 



In I. 339 wurde gezeigt, dass QOHnn.Q^'^^(a) das arithmetische 
Mittel aus den beiden Werthen sei 

•arccotgp [ß — COSX. 1^^' — l)"d;C 



i/ 



[(r+co8(x±tti)l/a'+l]»^^ ' 

and durch dasselbe Verfahren würde man cosfi7r.0^**)(a,) als arith- 
metisches Mittel gefunden haben, hätte man j^a'+l mit — Vo^+l ver- 
tauscht. Man setze in t diese Ausdrücke ein; da dort nach u von 
— oo bis oo integrirt wird, so ist es nur erforderlich eines von den 
beiden Zeichen in xdL^^ beizubehalten und dafür das Integral dop- 
pelt zu nehmen. Dadurch entsteht 

/arccotg^ /»• 

(Q-eosx-}/7+^ydx/ {[o+ eo8(x+i«)Y<j»H-l]— 1 

—00 • 

- (—1)^ [o—oos(x + tu) ^0^+1]-^-^ eoBivudu. 
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Redoeirt man mit Hülfe der Gleich. (39, a) in I. 231 , 80 wird das 
nach u zn nehmende Integral, da die Functionen Q bei der Sab- 
traction sich fortheben, gleich 

1.3...(2fl — 1) .«n^«),. X 

2n cos vn cos vx To • ^^ C'^)» 

und setzt man diesen Werth ein, so findet mau nach I. 224 Glei- 
chung (38, 6) 

und somit fbr das abgeplattete Ellipsoid wiederum den Ausdruck (7), 
aber in der Form 

(8) ... ]^T= Js:^'*^ 

in welcher statt der imaginären Grössen h, r, s ihre Module 1^, q, ü 
Torkommen. 

§ 34. Wir gehen nun zu der Bestimmung des Potentials V 
im Punkte über, wenn die Dichtigkeit ^(s; 17^ o») in jedem 
Punkte eines Rotationsellipsoides gegeben ist M. yergl. 
im § 18 die Lösung der entsprechenden Aufgabe f&r die KugeL 

Das Quadrat des Linearelementes, welches von einem Punkte 
[a, b, c] nach [a + öa, 6 + ^^» ^ + ^c] gezogen ist, wurde 1. 308 all- 
gemein durch orthogonale und speciell durch Polarcoordinaten, 
I. 354 durch verwandte Goordinaten ausgedrückt. In unseren Co- 
ordinaten ist es 

öaVö6'-HÖc« = A'[^^^^^^ ö*»-H(«'-cos'i?)ÖJ7>H-(t'-l)sin»i7Öw'], 

so dass man f&r das Körperelement den Ausdruck erhält 

dadbdc = h^(s* — coB*f])Binfjdi]d(ods. 

Jeder Punkt des Raumes stellt sich in diesen Goordinaten s, tj, w als Durch- 
schnitt dreier Flächen (m. vergl. I. 351) dar, eines Rotationsellipsoides, welches 
entsteht, wenn man s festhält und tj und ta alle möglichen Werthe giebt; eines 
Rotationshyperboloides, welches bei festgehaltenem rj und veränderlichen s, ta 
gebildet wird ; einer Neridianebene für ein festgehaltenes w und bewegliche s, 1]. 
Diese drei Flächen schneiden sich in drei Linien, deren Längen, gerechnet vom 
Punkte (s, f], üji) aus bis zu den drei Punkten (8-{'ds, tj, to), (s, f]-\-df^g cu), 
(s, T],(o-{- oto), in diesem Zusammenhange, resp. dn, do, dp genannt werden 
mögen. Daher ist 



dn 



= hdsy — 5 — T-^, do = hdri |/«'— cos'i;, dp = Aöoisiniy }^»*— 1. 
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Beweis. Die Winkel, welche die Linie von der Lauge dn mit den recht- 
winkligen Goordinatenaxen bilden, seien a, ß, y; do und dp bilden mit denselben 
Axen Winkel, die durch a', ß', y'; a!\ ß^', y" bezeichnet werden. Dann ist 

dftcosa = -^—ds, dncosß = -^—08, dncosy = -5—9*, 

OS 08 ÖS 

docosa' =-^dfj, docosfi^ ^^"5 — ^"7* docosy' = -^— öiy, 

öpcosa" = -5 — dtOy 9pcos/9" = -r — dw, Spcosy" = ^ — öto, 
dio do) d<o 

Diese drei Linien dn, do, dp stehen senkrecht auf einander; 
setzt man nämlich in die drei ähnlich gebildeten Ausdrücke für die Cosinus 
ihrer Neigungswinkel, von denen der eine ist 

cos(9n, do) = cosacosa'+ cos/Scos/J'-j-cosycosy', 

statt der cosa, cos/9, etc. ihre vorstehenden Werthe, so erhält man für diese 
drei Ausdrücke identisch Null. 

' Da die Cosinus der Winkel, welche eine Normale der Fläche f(a, b,c) = 
mit den Axen bildet, sich wie fX^)'f'C^)'fX^^ verhalten, so hat man 

a b 



cosa:co6/9:cosy = — j- . — . ^ . — = — — , 
"^ ' -* s — 1 s — 1 



woraus ersichtlich ist, dass dn mit den Axen dieselben Winkel bildet, wie die 
Linie, welche im Punkte [a, b, c] auf dem durch diesen Punkt gelegten Rotations- 
ellipsoide senkrecht steht, dass dn also ein Stock dieser Normalen ist. Aehn- 
licbes bat man für do und dp in Bezug auf die zwei anderen Gattungen von 
Flächen. 

Das gesuchte Potential wird daher, wenn die Masse durch zwei 

EUipsoide begrenzt wird, die r = r^ und r = r^ entsprechen: 

dsj («■ — cos* rj) sin rj di]J k (s, tj, 01) Tdw. 

r, 

Man entwickelt V in eine Reihe von Kugelfunctionen ; dies geschieht, 

indem man erstens die Dichtigkeit k, oder noch besser diese 

mit (j'—eos'^) multiplicirt, durch eine solche Reihe darstellt. Man 

setze also 

(a) ... (*• — cos'i;)Ä(«, 17, w) = 2! lf^**^(«> tjs ft>), 

♦1=0 

wo die K Kugelfunctionen in Bezug auf rj und (o bedeuten, in deren 
Constanten Coef&cienten s als Parameter vorkommt. 

In besonderen Fällen wird man mehrfach bequeme Methoden 
entdecken können um die K zu finden, im allgemeinen aber diese 
Functionen, welche ganze in Bezug auf die drei Aggregate cos 17, 
sin 17 cos Ol, sini/sinoi sind, durch Integrale darstellen. Diese und 
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ihre yerschiedenen Umformungen findet man auf S. 45 u. f., wenn 
man dort k durch das Produkt («* — cos'i;)^ ersetzt. So erhält man 

wenn von den Ausdrücken a und a, die keine andere Veränderliche 
als s enthalten, die erstere durch die Gleichung 

olT^ = (~l)''a[ry^V-C08'i7)sini7a^%(«, tj, (o)&;\ri, w)dw 



gegeben wird, die zweite aber aus der rechten Seite derselben durch 
Vertauschung von C mit S hervorgeht. C^^ und Sj*^ sind die ab- 
kürzenden Bezeichnungen aus I. 320 für das Produkt aus /^(cosi;) 
und dem Cosinus resp. Sinus von via^ und n^y^ die numerische Con- 
staute aus I. 312. 

Man entwickelt zweitens T nach Eugelfunctionen. 
Hierbei hat man die verschiedenen Räume zu betrachten, in denen 
liegen kann. 

1) Das Potential im äusseren Punkte 0«. Setzt man fllr 
hT seinen Werth aus (7), so wird K« zunächst gleich 

/»To rn /»an OD _^ » 



n=aO fnssO 





Da aber die % wie die K Eugelfunctionen sind, so fallen (I. 327 (e)) 
aus den Produkten der Summen diejenigen Glieder fort, in welchen 
die Indices m und n verschieden sind, und der vorstehende Aus- 
druck wird gleich dem, welcher entsteht, wenn man das Produkt 
der beiden Summen 

-?^Ü- J'(air^cosi;co + at"^sin vw)Pir^cosij), 

mit sinijd^doi multiplicirt, in den Grenzen und 2n resp. n inte- 
grirt, endlich von n = bis oo summirt. Nach I. 326—327 entsteht 
dadurch als Entwickelung von F« nach Eugelfunctionen: 

(9) . . . F« = J J'(pt"^cosi^ip+|)?^sinvV;)P?^(cosÖ)(?t"Yr), 

wenn man die Buchstaben p und ;p für folgende Gonstanten einftlhrt 
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2) Das Potential im innern Punkte 0,. Die Rechnung 
bleibt dieselbe wie oben, bis dahin, wo der Ausdruck für % ein- 
geführt wurde. Bei der Entwickelung (7) dachte man sich Jlfr > Ms, 
während nunmehr der Werth s, welcher sich auf die Punkte der 
Masse bezieht, einen grösseren Modulus hat als der Werth von r, 
welcher zu 0^ gehört. So erhält man, statt (9), die Entwickelung: 



OD n 



il=sO 

3) Das Potential im Punkte 0^. Liegt die Coordinate r 
des Punktes zwischen r, und r^, so wird 

(9,6)... F^ = (r.) + (FO, 

wo (F«) der Werth von F« unter 1) ist, nachdem man dort r für 
Tj gesetzt hat, und (F,) der Werth von F, unter 2) wenn dort r für 
Tj gesetzt wird. 

Anmerkung 1. Wie hier das Potential F gefunden wurde, 
wenn die Dichtigkeit k des Körpers bekannt ist, so las st sich 
auch das Flächenpotential v angeben, wenn die Dichtig- 
keit % der Flächenbelegung bekannt ist. (M. vergl. §22, 
S. 65). In einem Punkt der Fläche (r, 17, w) wird das Flächen- 
element (do.dp auf S. 106) 

Ä' j^r*— iVr*— cos'jysiniyöjyöw. 

Entwickelt man also nicht wie oben den Ausdruck auf der linken 
Seite von (a) nach Eugelfunctionen, sondern setzt statt dessen 



x.yr" — cos'17 = ZK^'^KVy ^)i 

n=0 

and löst die Eugelfunction Jif^'*^ die hier 37 und (o, aber die Con- 
stante r statt der Veränderlichen s enthält, in die Reihe auf 

-^^i'a'M^\f], c) + a?^St»>(,, CO), 
so wird, wenn 1fr > Mx ist, erhalten 

t> = Al^?^=l J J'Pi*^(cosÖ)/t^(r)0?^(r)(ai"^cosyv + a?^Biny^^^ 

«=0 

Ist Mr<:MXj so hat man P(r)(?(r) mit P(r)0(x) zu vertauschen. 



/ 
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Anmerkung 2. Das n^ Glied in der Entwickelang von 
F« oder f>« ist, welches auch die Dichtigkeit sei, eine ganze 
Function n*^" Grades der Coordinaten x, y, % des Punktes 0. 
Denn dies Glied lässt sich offenbar als Integral 

F") [r cos ö + • 1/P--I sin 6 cos (^z — «)] f{(o) dcD 


darstellen, wo f eine ganze Function it^° Grades von coso» und 
sina>, mit (2n-^l) gehörig gewählten Gonstanten b und b bezeichnet, 
man also hat 

/• = 6^+ &,coso) + 6, cos2ai H 1- 6»cosnc[i 

+ bjSinw + b, sin2cöH {-b^sinncu. 

Da P("> eine ganze Function n^° Grades vom Argumente 

rcosö + f }^r'— 1 sinöcos(v — w), 
dieses aber gleich 

X + ty cosco + lÄ sin« 

ist, so wird das obige Integral selbst, ganz allgemein eine ganze 
Function der rechtwinkligen Coordinaten x, y und «. 

§35. Specielle Fälle. Die Dichtigkeit k sei eine ganze 
Function m^" Grades der drei Aggregate cos 17^ sin 17 cos co, sin 17 sin oi. 
Alsdann wird die Reihe (a) des § 34 eine Summe von m + 2 Kugel- 
functionen K. Hieraus folgt fbr das Potential im inneren Räume, 
dass F. eine ganze Function wt + 2*®" Grades der rechtwinkligen 
Coordinaten x^ y, z ist 

Im äusseren Räume ist das Potential noch immer eine ganze 
Function von cor 6, sin cos v^, sind sin V'^ erhält aber in Bezug auf 
die Veränderliche r die Form S'(r) + A(r)0*^(r), wo g und h rationale 

Functionen von r und i/r'— 1 vorstellen, die keinen anderen Nenner 

als die w + 2** Potenz von }^r'— 1 enthalten. Die Eugelfunction 0* 
hat, je nachdem r reell oder imaginär, gleich tQ ist, resp. den 
Ausdruck 

Q(o)(r) = ilog ^±^, (?(«)(!?) = - larc.cotg^ 

Da eine Function von rj und w, die fUr 37 = von w unab- 
hängig ist, sich ganz allgemein mit Annäherung durch eine endliche 
Summe von Eugelfunctionen darstellen lässt, so gilt das über die 
Form von F Gesagte von dem Näherungswerthe des Potentials bei 
irgend welcher Dichtigkeit. 
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Das Vorstehende wird durch die GleichiiBgen (9, d) und (9) bewiesen. Die 
Summation nach n in beiden Fällen erstreckt sich nicht in's Unendliche sondern 
nur auf eine endliche AnzatiU auf m-f-2 Glieder. Femer ist oben in Anmer- 
kung 2. gezeigt worden, dass das allgemeine Glied von (9, d) eine ganze Function 
fi^ Grades der rechtwinkligen Goordinaten Xy y, » sei. Hiermit ist bewiesen, 
was über F« gesagt wurde. 

Femer haben die in (9) vorkommenden Functionen Q die oben ange- 
gebenen Formen. Dies zeigt sich aus I. 258. Zunächst geht nämlich» durch 

die Gleichung für die Q(x), welche (a) daselbst entspricht, Q^^ in die Form 

-r 



über, wo A und B ganze Functionen von x bedeuten, dieser Ausdmck dann 
durch die Gleichung 

welche (6) daselbst entspricht, in die Form 

(a;'-l)-*''[il(?(") + B(?(»+^)]. 
Setzt man for Q(") und (^(»+0 ihren Ausdruck (20, c) aus I. 141, so erhält 
man für Q^ schliesslich den Ausdruck 



(x»-irj''[4+Äiog-|±|-]. 



Es wäre leicht, noch Bemerkungen aber den Grad, den die ganzen Functionen 
A und B besitzen, hinzuzufügen. 

Man hätte dasselbe, von I. 210 ausgehend, zeigen können. Nach dieser 
Gleichung ist 

die letzte Function aber, nach I. 153, bis auf eine Constante der v^ Differential- 
quotient nach x von 0^"K^)> ^^^ ^^^ ^^^^ '• ^^^ ^^^ 

nur um eine ganze Function n — l^'^ Grades unterscheidet. Der v^ Differential- 
quotient des letzten Ausdracks wird aber gleich dem Quotienten, dessen Zähler 
Ton der Form 

A+Blog^±L, 

X — 1 

dessen Nenner (x^ — iy ist. Man hat durch diese Betrachtung das frühere 
Resultat wiedergefunden. 

Schliesslich muss man, um dasselbe unseren Untersuchungen über das 
Potential anzupassen, x durch r ersetzen. 

DieseB Besultat ist unabhängig von der Art wie $ in die Dichtig- 
keit eingeht. Im allgemeinen werden die Constanten p, p, g> q, weil 
a and a die Grösse t in der mannigfaltigsten Art enthalten können, 
transeendente Funetionen der Axen r^ und r, sein; sie vereinfachen 
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sich aber, z. B. in dem speciellen Falle, dass k eine ganze 
Function der rechtwinkligen Goordinaten a, b, c ist. Fflr 
diesen Fall kann man nämlich die Integrale p, )), q, q aasf&hren, 
und es kommen in dem Potentiale F« nur ganze Potenzen von r« 
und r, vor, und zwar ist in Bezug auf diese Constanten Va von der 
Form f(ro)— /"(tj), wenn feine ganze Function bezeichnet. Da- 
gegen hat F» in Bezug auf r^ und r, die Form fCto)— f(r,), weon 
f(xj die Form hat 

^(to) + Ä(ro)log(ro+l)+/(ro)log(t,-l), 

und g, h, l rationale Functionen von r^ bezeichnen. Es hängen also 
Va und F^ wesentlich in derselben Art yon r ab, wie resp. F^ und 
Va von Xq und von ti. 

Um dies nachzuweisen, geht man davon aus, dass k, als ganze 
Function von a, b, c ein Aggregat aus Constanten und Gliedern 
a^bf^f ist; ein solches Glied in $, 17, w umgesetzt giebt 

Ä^cos^ fl(ys^—iy-^^ sin/"-*-' t] cos" w sin'^ w. 

Verwandelt man das Produkt der Potenz von cosoi und von sinoi 
in eine Reihe, die nach Cosinus oder Sinus der Vielfachen von u 
geordnet ist, je nachdem t eine gerade oder ungerade Zahl be- 
zeichnet, so enthält diese Reihe nur solche Vielfache von cii, welche 
mit fi + T zugleich gerade oder zugleich ungerade sind. Dies gilt 
auch ftlr das Produkt von k und («'— cos'97); daher enthalten die 
Glieder ot"^ und a^\ welche (S. 106) in den Kugelfunctionen K mit 
cosycci und sinyo» multiplicirt sind, ausser ganzen Potenzen von s 
nur noch mit v zugleich gerade oder mit v zugleich ungerade ganze 
Potenzen von ^s^—l deren Exponent wenigstens v ist. Setzt man 
für P^y^ und Q^y^ ihre Ausdrücke als Produkte von j/i*^*^ mal dem 
v^ Differentialquotienten nach «, von P<*^ oder Q^*^ (abgesehen von 
einer Constanten) in die Integrale der Formeln (9) ein, so werden 
p und p Integrale einer ganzen Function von 9 nach s, und q nebst 
q von einem Ausdruck der Form 

<7 + Alog(*fl) + nog(«-l), 
wo g, h, l ganze Functionen von < bezeichnen. Die Integrale nach s 
von r, bis r^ haben also die angegebene Form. 

Nimmt man die Dichtigkeit constant und setzt fc = l, so 
findet man fär das Potential eines vollen Ellipsoides 

Va = ir(r'~l)nÄ^[()C0)(r)-P(8)(cosö)(?'(r)]. 
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Setzt man f&r die P und Q ihre Werthe ein, so erhält man 
demnaeh, je nachdem es verlängert oder abgeplattet ist, die erste 
oder die zweite von den folgenden Formen 

Ka = r(r'-l)yrÄ'{(3co8'e-l)r+i[l+co8'e-(3co8'(?-l)r»]log^}, 

F« = jr(;r»H-l)7r]^>{(l-3eo8*e)ß+[l+eo8'ö+(3coB'ö-l)^^arceotgc>}, 

Durch Subtraction findet man hieraus sofort (§ 20) das Potential 
f&r eine durch zwei beliebige Rotationsellipsoide begrenzte 
homogene Schale im Punkte 0». Der Kürze halber setze ich nicht 
den Werth von V, flir eine Schale hierher, sondern den von F^ 
f&r das volle EUipsoid; man findet ihn nach § 18, No. 3 durch 
Addition des Potentials F« für ein volles durch 0^ hindurchgehendes, 
dem gegebenen confocales EUipsoid und des Potentials der übrig 
bleibenden Schale in demselben anziehenden Punkte. Man findet 
im Falle des verlängerten resp. abgeplatteten EUipsoides im Punkte 
Of, = (r, 0, \p) resp. (p, ö, t//) 

F^ = t'Ä»fr[8in'ö + r»(3cos'ö-l)] 
+ ir(r"-l>A''[l+cos'ö-r^(3co8'ö-l)]log^^-2r»Ä''7reo8»ö, 

Vf, = jr'^»fF[8in*ö-^*(3cos'Ö-l)] 
+]cOr'+W^[l+cos'ö+ß'(3cos»ö-l)]arccotg]c-2p'V^co8»ö. 
flieraus ergeben sich sofort die bekannten Sätze über die An- 
sehung, z. B. von Schalen die durch ähnliche Ellipsoide begrenzt 

werden. Setzt man -r- für r und dann A = 0, so entsteht wieder 

die bekannte Formel für das Potential der Kugel. 

§ 36. Wenn nicht mehr die Dichtigkeit der Masse in der Schale, 
sondern das Potential selbst auf den begrenzenden Ellipsoiden ge- 
geben ist, so kann man es in dem leeren Räume finden. (Cf. § 21.) 

1) Die Masse möge nach aussen (dem unendlichen Räume) zu 
durch ein Rotationsellipsoid r = r begrenzt sein; der auf demselben 
gegebene Werth des Potentials sei f(0,%ff). Man entwickelt diese 
Function in eine Reihe von Kugelfunctionen, indem man setzt 

«=0 

aus (9) erhält man als Werth von F eine Reihe von Kugelfunctionen, 
deren n^ Glied ftlr r = r, 

£'(Pr^ ^o&vxp + <)?^sin vttj)I^^\eo^e)Q^^\x), 

Heine, Anwendniigeii der Kugel fauctionen. 2. Aufl. 8 
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mit F") übereinstimmen mnss. Bringt man das Letztere nach I. 327 
u. 328, (c) u. (f) in die Form 

(b) ... y^*^ = ^'(<7?^cosyV' + Ö?^Bini'U;)Pl"^(cosö), 
wo die Constanten g and g bekannt, n&mlieh durch die Gleichungen 

(c) . . . 9^:^ = (-^y^^^^^/^/^n^^ v)ci-^(e, yOt^neaedtt,, 




ausgedrückt sind, so wird daher 

n= ii'(ff^"^co8i'V' + 9?^ßmi'V')'^tcosÖ)-^^ 

2) Ist aber f(dy tp) der Werth des Potentials der Sehale für 
die Punkte der inneren Begrenzung — sie sei durch die Gleichung 
r = r bestimmt — so giebt (9, a) vermittelst desselben Verfahrens 

r. = ii'(p^^cos.^ip + fl?^8innp)F?>(cosÖ)-^^. 

Man zieht hieraus, ähnlich wie im § 35, den Schluss, dass das Po- 
tential F« eine ganze Function der rechtwinkligen Coordinaten von 
bleibt, wenn es eine solche an der Oberfl&che ist. 

3) Man kann auch das Potential in einem leeren Baume be- 
trachten, der durch zwei Ellipsoide r = r^ und r = r, aus einer 
Masse herausgeschnitten wird. Die Lösung setzt sich aus den 
beiden yorhergehenden, No. 1 u. 2, durch dasselbe Verfahren zu- 
sammen, welches § 21 No. 3, bei der Untersuchung fiber das Po- 
tential der Kugel, angewandt wurde. 

Ist der für r = to und r = r, gegebene Werth des Potentials 
resp. fo(ß»'^) uiid f^(d, %if\ so entwickele man f^ und f^ nach Eugel- 
functionen in die Beihen 

«=0 «=0 

und stelle Y^'*^ durch die Formel (b), r^'*> durch dieselbe mit den 
Constanten b und b statt g und g dar. Wie g und g nach (c) aus 
ff so werden sie jetzt aus f^, und 6 und b aus f, gefunden. Im leeren 
Baume /u zwischen den Flächen r = r^ und r = ti hat man dann 

V^ = J^'lt^(cosö){(p?>cosyV/ + pir^sinyV')i^"^(0 
+ (g?' eo8 v\p + qt"^ sin 1-^)0?' (r)|. 



§37,9. RotatioiueUipsoid. 115 

Dieser Ausdruck soll fttr r = r^ resp. = r, in f^ resp. /", über- 
gehen. Dadurch sind die vier Gruppen von Constanten p, p, q, q 
bestimmt: man findet sie aus den Gleichungen 

Die ziemlich weitläufige nach der Elimination entstehende Formel 
abergehe ich hier, da man sofort ihren Charakter erkennt und sie 
nnr geringes Interesse darbietet 

§ 37. Die Hauptaufgabe in der Theorie des Potentials 2' 
des § 22, welche im § 23 ftlr die Kugel gelöst wurde, findet hier, 
mit HQlfe der Ausdrücke des § 36 ihre Lösung flir das Botations- 
ellipsoid. 

Wir haben also die Function t aufzusuchen, welche 
für Punkte auf der Grenzfläche sich in f(0,%ff) verwan- 
delt und im ganzen übrigen Raum den Bedingungen eines 
Flächenpotentials genügt. Eine solche, also die gesuchte 
Function v, ist offenbar die obenstehende F« so lange wie r > r bleibt, 
und ist F^ ftlr r < r. 

Wir übergehen hier die Aufgabe, welche auf den 3. Fall des 
§ 36 führt, V so zu bestimmen, dass diese Function sich für r = r^ 
and r = tj in gegebene Functionen verwandelt. 

Die Dichtigkeit x der Masse, mit welcher man die Fläche 
r = T zu belegen hat, damit v als ihr Flächenpotential angesehen 
werden kann, findet man (§ 22, S. 70) mit Hülfe der Differentiation 
des Werthes von v = F^ in einem Punkte der Oberflächen nach 
der äusseren (dn) und von v = F« naeh der inneren Normalen 
(öiij = — öii), und zwar ist (S. 106) 



dn 



= Aör|/i!z;^ = -.ö«.. 



Ferner folgt aus I, (36) naeh der Methode I. 137 

p(n).. dQ^:\r) ,^, dl^:\r) _ 2n-fl 

80 dass man zur Bestimmung der Dichtigkeit x die Gleichung erhält 

8* 
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=£(2«+iu w^ööW^) 

Dieses Resultat giebt dieselbe Bezdehung, welche man in der Anm. 1 
zu § 34 findet. S. u. 

Beispiel. Man findet fftr f(d,%ii) = \^ 7^ = 1 und daraus 

-^ = 2/rÄj/?^A'-co8»Ö.logi^, 

resp. wenn r und h imaginär sind 

— = in'i) iflr^ V'jr' + cos^ . arccotgjc . 

In der ersten Anmerkung zu § 34 wurde gezeigt, wie man den Aus- 
druck des Potentials y findet, wenn x bekannt ist. Hat man die 
Dichtigkeit x in Punkten (6, \p) in eine Reihe von Eugelfunctionen 
entwickelt 

*"(tft"^cosyV' + ^^*^»"^»'V')Pt*^(cosö), 



00 M 

X = 

n=0 



SO erhält man für den inneren Raum 



V, = 47iÄi/r*~ll/r'-cos'ö 

• i öA?ri'(«^"^^8^V^ + ai"^sin>i/;)P?^(r)(?f^(r)Pl-^(cosö), 

wenn Äfr < Jfr; man hat aber fttr den äusseren Raum, wenn Mr>Mx 
ist, unter dem Summenzeichen r mit r zu vertauschen. 

Die Lösung dieser Aufgabe verbinden wir mit der des § 34, 
und suchen, ähnlich wie es im § 24 geschah, die Dichtigkeit x 
der idealen Belegung der Grenzfläche mit Masse auf, 
welche für den leeren Raum dasselbe Potential giebt, wie 
die wirkliche Massenvertheilung im Innern k[a,b,c]. Dazu 
machen wir in (9) und (9, ä) die Veränderliche r gleich r resp. gleich 
r^ und r^; der entstehende Ausdruck ist gleich f(0,yO zu setzen, 
und die Formel dieses Paragraphen f&r x giebt die gesuchte Dichtig- 
keit der idealen Belegung. Diese wird demnach durch die (Glei- 
chung ausgedrückt 

x/r'— If^r*— cos'ö = ä/ ds/ (*'— C08'i7)sinijöi2/ iUk(«, ly, a>)öai, 

wenn man f&r den Fall , dass das Potential in dem Räume r>x^ 
durch die Flächenbelegung auf r = to erzeugt werden soll, setzt 
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2«+l 



A= £ 



aber wenn man das Potential in dem Räume r < r^ dureh die 
Flächenbelegung von r = ti erzeugen soll 

A = i^^i'(-17at->/^*^(co8i?)P?^(co8Ö) -^^ cobKco-# 

Den dritten Fall, in welchem die beiden Flächen r = r« und 
r = r^ 80 mit Masse belegt werden sollen, dass sie im äusseren 
und inneren Räume («, i, aber nicht /u) dieselbe Wirkung hervor- 
bringen wie die gegebene Masse von der Dichtigkeit k in der Schale, 
übergehe ich, indem seine Behandlung keine neue Schwierigkeit 
darbietet und die Formeln ziemlich complicirt werden. 

Beispiel. Man findet im äusseren Räume dasselbe Potential, 
welches ein volles homogenes Rotationsellipsoid mit einer Masse 
von der Dichtigkeit ft = 1 hervorbringt, wenn man die Masse Über 
seine Oberfläche so vertheilt, dass die Dichtigkeit im Punkte (r, 0, xfj) 
derselben (die selbstverständlich unabhängig von tp ist) wird 

fcry?^|/r"-~co8'e 

"^ = 3?'=i 

§ 38. Wir suchen jetzt die Function v des § 37 durch eine 
zweite Methode auf, nämlich durch die Methode, über deren Be- 
deutung im § 26 gehandelt wurde, vermittelst deren in der That 
f&r die Aufgabe über das Rotationsellipsoid die Lösung zuerst in der 
einfachen oben angegebenen Form gefunden wurde *). Wir werden 
also V durch Integration der Gleichung Jv = ermitteln, und suchen 
das Integral v auf, welches mit seinen ersten Differentialquotienten 
überall, resp. bis an eine Fläche r = r, den oft erwähnten Bedin- 
gungen der Stetigkeit genügt und sich fbr r = r in die gegebene 
Function f(0, ^) verwandelt. Endlich behandeln wir den Fall, dass 
auch V auf einer zweiten Fläche r = r, gegeben wird. 

Zunächst fuhrt man in die Gleichung z/v = statt der recht- 
winkligen Goordinaten x, y, » die neuen r, 0, tp des § 32 ein. Sie 
geht dann über in 

/iA\ ^ /^/ 8 iN^v\ , 1 9 /" . /,öv\ , (r*— oos'ö) SV ^ 
(1 0) ... är C^'- -^^äF)+ri^ögC"°'^äg)+ (r'-l)8in'g ^ = Q- 

*) Grelle, Journal f. Math. Bd. 26, S. 185—216: Ueber einige Aufgaben, 
welche anf partielle Differentialgleichungen fähren. 
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Diese UmformuDg gestaltet sich ziemlich einfach nach der dritten Methode 
des § 71 in 1. 307 u. f. Der Ausdruck far das Quadrat des LinieneLemeDl« 
in den Coordinaten far das Rotationsellipsoid, der schon am Anfange des § 34 
gegeben ist (dort 3a'+ö6*+öa oder ön'+9o*+öp'), 

verglichen mit der an jener Stelle (I. 308) gegebenen Form 
giebt 

g,^r^-^^ 3K' = (r'-cos»Ö), gi' = (r'-l)sin'ö; 

das Einsetzen in die dort (irrthümlich statt mit (A)) mit (jg) bezeichnete Dif- 
ferentialgleichung liefert sofort die oben angegebene Form (10). 

Wir Uaben von (10) eine mit ihren ersten Differentialqaotienten 
eontinnirliche Lösung 1) flir r > r und 2) für r < r aufzasnchen. 
Die erste bezieht sich auf v«» die zweite auf v«. 

Dazu entwickele man y im ersten und ebenso im zweiten 
Räume nach Eugelfunctionen in Bezug auf und iff. Die Ent- 
Wickelung sei 

V = J Z<"). 

11=0 

Dieser Ausdruck wird in (10) eingesetzt; reducirt man dann ver- 
mittelst der Differentialgleichung L 309, (51) der Eugelfunctionen, 
so entsteht 

» 9 / . öZ<">\ 1 ö'Z("> 

(«)••• £ir(('-'-l)^)+p^^-«(«+l)Z<-> = 0. 

Das n^ Glied dieser unendlichen, unter dem Summenzeichen stehen- 
den Reihe ist wiederum eine Eugelfunction nach 6 und i^. Denn 
eine Eugelfunction Z(*) ist von der Form 

(6) ... ZW = 2^'(iiy00syi/^-f u„sinyi^)P$r^(cosö), 

wenn u und u Constante nach t/; und 0, hier also Functionen nur 
von r bedeuten. Dieselbe Form behält Z^ nach Differentiation in 
Bezug auf xff oder r, von denen die erstere nur die Cosinus and 
Sinus der Vielfachen von tfj, die zweite nur die Constanten u and 
u berührt. Da die Eugelfunctionen auch nach Multiplication mit 
Constanten diesen Character behalten, auch die Summe von Eugel- 
functionen eine Eugelfunction bleibt, so ist die obige Behauptung 
gerechtfertigt: Wird die Summe von Eugelfunctionen verschiedenen 
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Grades Null, so muss jedes Glied von einem bestimmten Grade für 
sich Null sein. Daher erhält man eine Gleichung fbr jedes Glied 
Z(*) selbst, wenn man das Summenzeiohen in (a) fortlässt. 

In die dadurch entstehende partielle Differentialgleichung zwi- 
schen ZW, r und tp setzt man den Werth von ZW aus (6) ein. 
Dadurch zeigt sich sofort, dass die Summe zweier Ausdrücke Null 
sei, nämlich des Ausdrucks 

i'flr>(co8Ö)co8,.v[('-'-l)^((r'-l)^)-[«(«+l)(r'-l)+v']«.], 

vermehrt um einen Ausdruck, welcher aus diesem durch Ver- 
tauBchung von eoBvxff mit sinyi^ und gleichzeitig von u mit u ent- 
steht Diese in Bezug auf tp trigonometrische Reihe kann nur Null 
sein, wenn jedes Glied fbr sich Null ist. Daher muss sowohl Uy 
als Uy, für y gesetzt, der Differentialgleichung genügen 

^'' -^)-S^&'''-^)^) = K«+iX'"-i)+*']y. 

Dies ist aber die Gleich. I, (36); ihre Lösungen sind die Zugeord- 
neten P$^\r) und Ot^^Cr), so dass sowohl «als u nur lineare Ver- 
bindungen dieser Zugeordneten werden können. Bezeichnen p, q, 
p, q numerische Gonstanten, die auch von n und v abhängen 
können, so hat man also 

und man findet für Z den Ausdruck 

+^\q^:^Qo^vip + qf^sinf i/;)P?>(co8Ö)(?$r^(r). 

Wir haben nun zu unterscheiden, ob v für den Baum r>x 
oder für r < r dargestellt werden soll. 

1) Man sucht v im Baume r > r. Da v, also auch jede von 
den Functionen ZW für sich, im Unendlichen verschwinden soll, 
während doch P(r) für r = oo nicht Null wird, so müssen die Con- 
stanten p und p gleich Null gesetzt werden. Man hat also für Z 
die Form 

ZW = (q^;hoßvifj + q^:^smvtlj)P^;'\(tOBd)Q^;\r), 

d. i. dieselbe Form, welche im § 36, 1. Fall, zu Grunde gelegt 
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wurde. Indem man von hier an genau dem dort angegebenen 
Verfahren folgt, erhält man für v den dortigen Ausdruck Fq. 

2) Man sucht v im Räume r < r. In diesem Falle hat man 
q und q gleich Null zu setzen, so dass Z die Form hat 

Ist das Verschwinden von q und q einmal nachgewiesen, was unten, 
in diesem Paragraphen, geschieht, so ergiebt sich v unmittelbar, 
und zwar als der Werth V, im § 36, 2. Fall. 

Stellen wir die gewonnenen Resultate zusammen, so 
erhalten wir: Die Function v, welche der Gleich. /iv=0, 
ferner den bekannten Bedingungen der Endlichkeit und 
Stetigkeit genügt, und fttr r = r in f(d,tfi) ftbergeht, lässt 

sich in eine Reihe von Kugelfunctionen v = ^Z^*> ent- 

«1=0 

wickeln, wo 

Z(«) = i'(i7?^cos*'i// + 8l«^sini.V;)/t^(cosÖ)-^^, (r > r), 

ZC) = i'(ji">co8*«^ + flW8mi.|^)P<r> (cosö)-^^, (r < r), 

wenn g und g die bei der Entwickelung der gegebenen 
Function f{Oy\f)) nach Kugelfunctionen auftretenden Con- 
stanten bezeichnen. Es sei daran erinnert, dass diese Constanten 
durch die Gleichung gefunden werden 

^t"^ cos v\p + gi"^ sin vxff 
= (- l/a?^ ^^^/'"P^yK<^0HTi)&inridt3y*^''f(^, co)cosy(Vi- ^^)^^- 



Bei der hier gelösten Aufgabe war das Potential v auf einer 
einzigen Fläche vorgeschrieben; ist aber nicht nur als Werth 
des Potentials v für r = x^ die Function /"^(ö, i//), sondern auch für 
r = Tj eine zweite fXO, tfi) vorgeschrieben, so zeigt § 36, 3. Fall so- 
fort, welchen Werth v ausserhalb der beiden Flächen besitzt Im 
Räume r > r wird er durch den ersten der beiden oben stehenden 
Ausdrücke gegeben; im Räume r < r^ durch den zweiten (wenn 
man r mit to resp. r, , f mit f^ resp. (", vertauscht). Im Ranme 
r, < r < To endlich hat man für v den Werth von V^, welcher 
sich auf den 3. Fall des § 36 bezieht, zu nehmen. Wie man 
in dem vorliegenden Falle, durch Differentiation von F„, V^ und F, 
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nach der Normalen, auf je einer der beiden Flächen r = r^ and 
r = rj, die Massenbelegung derselben findet, deren Potential eine 
solche Function v giebt, ersieht man aus § 23. Man vergl. § 37. 

Noch bleibt nachzuweisen, dass im Falle 2) dieses Paragraphen 
die Constanten q und q gleich Null zu setzen sind. Im Falle eines 
yerlängerten EUipsoides ist der Nachweis unmittelbar aus dem Aus- 
druck von Z selbst zu führen, da man in diesem Falle r = 1 
setzen darf. In den Punkten r = 1, d. i. der Rotationsaxe, muss 
V und Z noch endlich bleiben, was nicht der Fall sein könnte, 

wenn die Functionen 0?^(r), welche für r = 1 unendlich werden, 
nicht aus dem Ausdruck (c) herausfallen, d. i. wenn die q und q in 
demselben nicht gleich Null gesetzt werden. Bei einem abgeplatteten 
Ellipsoid erhält aber r nie den Werth 1, sondern nimmt nur die 
rein imaginären Werthe von bis if ein. 

Das Verschwinden der erwähnten Gonstanten folgt aber in 
diesem Falle aus der Bedingung, dass die Differentialquotienten 
von y nach jeder Richtung (hier genügen die zwei Richtungen dn 
und do), für alle Werthe, die r und annimmt, endlich bleiben 
sollen. Würden die Constanten q und q in (c) nicht Null sein, so 

würden in -^— und -p— resp. die Glieder vorkommen 

^ ^ dr ^ r'— cos'ö ^ ^ ^ dO y^r'— cos'ö 

wo V die Werthe von o bis n und n von o bis oo annimmt. Ist 
erstens n — v gerade, so wird der erste Ausdruck in Punkten 

r = 0, 0=^in unendlich. Denn in diesem Falle enthält P^y\eo^6) 
ein Yon cosd unabhängiges, Glied wird also, durch cosd dividirt, 

für 0=5^ unendlich, während dQ^y^idr für r = von Null ver- 
schieden bleibt. Denn für die Q gilt eine ähnliche Gleichung wie 
die I. 259 für die P abgeleitete (Z. 15 v. o. , in der man aber auf 

der linken Seite 2.}^«'— 1 statt ^x^—l setzen muss), nämlich 

Die rechte Seite wird IfÜr j; = nicht Null,* da man hat (n — v ist 
gerade!) 

ot-'w = (-y"--("+i) 2.4..;„+ff.4"'i-.) - 
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Ist zweitens n-— y ungerade, 8o setze man in den oben ange- 
gebenen Gliedern von dyido fUr r und resp. o und ^n. Der 

Differentialquotient von Py*^(cosö) nach 6 verschwindet nicht. 
Denn nach I. 259 erhält man für = ^ 

_^dP^^ = („ + ,)Pil.(o)+(«-.)/^ti(o) 

und nach I. 207, da n— y— 1 gerade ist, 

p(») rn\ _ in l'3...(n+v).1.3...(ii -»~2) 
^^^^^''^ *- • 1.3...(2n-l) 

Folglich ist der Differentialquotient gleich 

o'n l'3 ...(n + y). 1 . 3. . .(« — v) 



1.3.5...(2n-l) ' 

und wird mit Ot"^(r) multiplicirt und durch cosö dividirt £ittrr = 0, 
= ^, unendlich. 

Um die Convergenz der Reihe der Z, in welche v auf 
S. 120 entwickelt wurde, nachweisen zu können, beachte man 
erstens den einen Factor des v^"^ Gliedes, das Aggregat 

(g^;"^ coBvtjß + 8lr^sini'(^)Pir^(cos 0). 

Dieses besteht aus zwei ähnlich gebildeten Theilen; der eine ist 

—r / smtjdi]/ /"(ly, w)P^*) (cos y) cos vcüöfti 



und bleibt kleiner als das Produkt von 2n-l-l mit dem grössten 
Werthe von f(0, tp) auf der Fläche r = r. Dasselbe gilt vom 
zweiten Theile des Aggregates. 

Der ungefähre Werth des zweiten Factors, welcher das eine 
Mal der Quotient zweier Eugelfunctionen erster Art, das andere 
Mal von solchen zweiter Art ist, lässt sich gleichfalls in einfiaeher 
Art angeben, wie wir hier zeigen. Setzt man die Werthe, welche 
man hier findet, ein, so ist sofort klar, dass die eine Reihe con- 
vergirt, wenn r < r, die andere, wenn r > r. 

Um den ungef&hren Werth von P(r) : P(x) zu finden, geht man 
nunmehr von I. 258 (a) aus. Man findet daselbst 

(n + v-l)i^l,(r) = 2^^^P<-2i(r) + (»-v+l)i^">(r). 

yr'— 1 

Wir nehmen, des bequemeren Ausdrucks halber, an, dass r and i 

reell, also grösser als 1 seien, und führen für den Quotienten zweier 
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Fanetioneo P die Buchstaben q und q ein, indem wir setzen 

Aus der vorstehenden Becursionsformel folgt die Gleichung 
/ ± iN 2(v-l)r , (w-y+l) 

yr*— 1 9k 

und hieraus ergeben sich die beiden Recursionsformehi 

(n+y— 1)-?-- jy_i = 2(v-l)+^-- ^, 



}^r*-l 



9 



V 



/ _L IN »• 2(»-l)r' ^ (n-H-l) 

(n + y-1)— ==-9,_i= -7- , A + i-i--i 
yr*— 1 (»^ —1; yr'— 1 



Man hat nun zon&ohst 



9» = 



l-i T t 



also 

Hieraus' folgen, mit Hälfe der beiden Kelationen zwischen qy und 
9,.-i, zunächst fllr y =k n— 1 die Ungleichheiten 



iy < 1 «Kl r-i — T 9k > 



dann aber, durch wiederholte Anwendung der beiden Recursions- 
formeln, dieselben Ungleichheiten für jedes v. Aus denselben ergiebt 
sieh unmittelbar 

r ' r»-l /t|j(r) ^ F<->(r) ^ t r r'-l pW^(r) ' 
Berttcksiehtigt man, da88 ^y^(r) = (r'— 1)*", so wird daher 




8«— »- 






Um schliesslich die Convergenz der Beihe zeigen zu können, 
deren allgemeines Glied Z^"*) ist, multiplicirt man das eben ge- 
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wonnene Resultat mit demjenigen, welches sieh oben f&r jedes Glied 

(^i"^eo8 vvf -h^t"^8iDy^)P?^(cosö) 
ergeben hatte. Nach demselben ist das y^ von den n 4- 1 Gliedern 
von Z(*\ die v, angehören, kleiner als (2fi-f 1)y mnltiplicirt mit dem 
doppelten grössten Werthe ron f(0, tp) nnd ausserdem mit dem Ver- 
hältnisse Fi"^(r):Pi"^(r), d, h. Z^"^ ist kleiner als 

2.(2.+,)(^r(/li[)'. 

wenn fi jenen grössten Werth ron f bezeichnet Für v = hat 
man aber die Hälfte zu nehmen. Daher ist 

Hieraus folgt, dass die Beihe der Z<") convergirt. 

Aehnliche Resultate erhält man fbr die Z welche v« angehören 
und für den Fall eines imaginären r. 

§ 39. Die Methode des vorigen Paragraphen ist auch insofern 
von Wichtigkeit, als sich durch dieselbe die grundlegende Entwicke- 
lung (7) von T in eine Reihe gleichfalls auffinden lässt Man konnte 
daher den umgekehrten Weg einschlagen, nämlich mit der Lösung 
der Aufgabe des § 38 beginnen, und mit dem Aufsuchen von T 
schliessen. 

Man nehme, um (7) nochmals, nämlich im Sinne dieser Methode, 
zu beweisen, wiederum an, es sei # < r und r > r. Die Function T 
genügt nicht nur der partiellen Differentialgleichung (10) sondern 
auch der, welche aus ihr durch Vertauschung von r mit $, oder 
von %fß mit to oder mii.tp—io, oder endlich von d mit t] entsteht. 
Entwickelt man T in eine Reihe von Eugelfunctionen Z^*") in Bezug 
auf d und tfß, so ist zunächst aus § 38, c klar, dass das v^ Glied 
in Z('> die Form haben muss 

[gyeo&v(yj-w) + Qy^mv(xp - ci>)]P?^(cose)Pi"^(cosi?)Pl"^(*)(??^(r), 

wo g und g numerische Constante sind. Die letztere ist aber Null, 
da T seinen Werth nicht ändert, wenn man \p—w mit w — tp ver- 
tauscht. Es bleibt nur noch übrig g zu bestimmen. Dazu setzt 
man dr und ds fbr r und s, wenn d einen beliebigen Factor be- 
zeichnet. Alsdann wird 

(JT= J j;'dgyl^:\Gos6)I^;\eoBfj)l^:\ds)0^;\dr)Gosv(tlj^(o). 

n=Ov=0 
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Lässt man d in's unendliche waobsen, so wird die linke Seite 

während auf der rechten dI^y\ds)Q^y\df) sich in «»ir»-*-* verwandelt. 
Es mnsB daher g so bestimmt werden, dass man hat 

i^"^(cos Y)^hZ9y Pi'\eos ö) p1*^(co817) cos v(xff- (O). 

Dies giebt nach I. (52) &ir g, in Uebereinstimmnng mit (7), die 
Gleichung 

hg,^(i^iya^:\ 

§40. Wir suchen nun die Green'sche Function für das 
Rotationsellipsoid auf (M. vergl. § 30, vorzugsweise den Schluss 
jenes Paragraphen). 

Der Pol (s, tj, w) liege erstens im äusseren Baume, so 
dass 9>x ist Man sucht also die Function G{a, x) von den 
Coordinaten r, ö, ^ des Punktes 0«, wo r > r ist (da sich 0« mit 
dem Pole in demselben Theile des Raumes befinden soll), die sich 
in die Reciproke der Entfernung des Punktes 0« vom festen Pole 
(f, Tj, öl) verwandelt, wenn 0« auf die Begrenzung rückt (r = r). 

Diese Function G muss, da sie ein Flächenpotential in dem 
Räume ist, in welchem r > r bleibt, (§ 38, 1) die Form haben 



00 n 



G(a,x) = 2 ^((fl-^cosi'V^ + qt*^sinyii;)Plr^(cosö)0t"^(r). 

Sie muss sich fllr r = r in T(a, Xo) verwandeln; diese Function giebt 
aber nach (7), da hier s grösser als r bleibt, eine Beihe, deren 
«*« Glied ist 

^ . ^X-l)''a?^'^"^(cosÖ)/i"^(cosiy)P?'^(r)(??^ (0608^(1^ - w). 

Die Vergleichung dieser Beihe mit der obigen flir G(a, a?), wenn 
man in letzterer r = r macht, liefert die Werthe der Gonstanteu 
q und q. Setzt man diese in G(a, x) ein, so findet man als fertigen 
Ausdruck der Green'schen Function, für den Pol («, jj, co), 
im Punkte (r,6,tp)^ wo r>r und s>x ist, 



00 f» 



6(a,x) = -J-^^'(-l)''«-P(co8Ö)P(oo8ij)P(r)(?(«)|^eo8KV-'^)> 
wenn den Buohstaben a, P, Q die oberen Indioes n, die unteren v 
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gegeben werden. Dieselbe Abkürzung wenden wir auch im Fol- 
genden an, wenn ein MissyerBtändniss unmöglicb ist. 

Will man die in (6) auftretende Dichtigkeit xo aufsuchen, 
so hat man den Ausdruck T— 6 nach der äusseren Normalen (S. 106) 

dn = Äör(r»-cos'ö)*(r'-l)~* 

zu differentiiren , und dann r = r zu setzen (§ 29). Dieser Diffe- 
rentialquotient reducirt sich wesentlich, indem sich das zweite, ans 
G entstehende Glied gegen einen Theil des ersten, ans T hervor- 
gehenden, forthebt. Das in G vorkommende Glied P(x)0(r) giebt 
nämlich, wenn die Differentiation nach r ausgef&hrt ist, ftlr r = r, 
nach S. 115, 

P(r)(?'(r) = ^^±^+0(r)P'(x). 

Dadurch zerfällt das ganze erste Aggregat in zwei Theile; der, 
welcher aus dem obigen Gliede mit positivem Vorzeichen entsteht, 
hebt sich gegen —dTidn, und man findet als Besultat 



xo.f^r'— Ij/r' — cos'ö 
= i ^5^i'(-l7ai^(co8Ö)P(cos,) 1^ cosKV^ - CO). 

Nach (6) erhält man hieraus sofort das Potential v im Punkte 
(ä, 17, w), wenn es in Punkten der Fläche (r, ö, t^) gegeben, gleich 
f(0, rfi) ist, indem man für das Flächenelement do das Produkt der 
Normalen (S. 106) do.dp setzt; in Uebereinstimmung mit § 36, 1, 
findet man nämlich 

•_2n+l 

.i:X--l)''aP(cosi7)~^ /y^^V(ö, i^)P(cos ö)cosy 

als Potential im Pole (s, t], cd). 

Ist zweitens der Pol (s,f],ü)) ein innerer Punkt («<r), 
so findet man aus den im ersten Falle gewonnenen Formeln die 
diesem zweiten Falle entsprechenden, wenn man die Buchstaben P 
und 0, welche sich auf r, s, x beziehen, in Q resp. P umändert, so 
dass msigi z. B. erhält 

G(a,x) = y ii'(-l)''oP(co8Ö)P(cosi7)(?(r)P(*)^cosv(V^-w). 
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Aach die Fimctioii F (§ 29, S. 92) lässt sich in ähnlicher Art 
bestimmen. Ist der feste Pol (s,vi,(o) ein äusserer, so hat F die- 
selbe allgemeine Form wie oben 0. Man ermittelt in derselben 
die CoefiGeienten q und q daroh die Bedingung, dass der Differential- 
qaotient von T^F nach r f&r r = r Null sein soll. Dadurch er- 
hält man zunächst 

und wenn man reducirt 

r(a,a?o)~T(a,a?o) 



Die Function v, deren Differentialquotient nach r an der Begren- 
zung gegeben, gleich f(0, xfj) ist, wird also (S. 94) im Punkte 
(g, 7], €o) ausgedrückt durch 

2n + l 



«=0 4rr 
•i'(-l)''aP(cosi7)|S^y y ^''/•(ö, t^)P(co8Ö)co8y(V'-ai)8in ddddtp. 

^ '^ 

§ 41. Es ist bisher nicht gelungen, solche Beihen wie die des 
§ 38 f&r y, oder wie die des vorigen Paragraphen f&r und xo, etwa 
durch bestimmte Integrale oder ihre Umkehrung zu summiren, so 
lange r allgemein bleibt. Ich habe über diesen Gegenstand bereits 
im § 21 gehandelt, S. 58 und mehrfach auf die Analogie der hier 
vorkommenden Beihen mit der Beihe 

isino; tsinSa; «sinö^; 



sinty sin 3«^ sin 5t y 
hingewiesen, welche durch 



kK . 2Kx 

sin am 



n n 

snmmirt wird, wenn K und k aus y durch die Gleichung yK = ^nK' 
bestimmt werden, d. i. wo man q gleich e-^^ zu setzen hat. In 
dem Grenzfalle, wenn nämlich die kleinere Axe eines abgeplatteten 
Ellipsoides Null wird (jr = 0), das EUipsoid also in einen Kreis 
übergeht, lassen sich indessen derartige Summationen ausf&hren. 

Wir beschäftigen uns hier mit einem solchen Falle, und zwar 
mit der Beduetion der Formel des §38, suchen also das Po- 



128 Potential. § 41, 10. 

tential eines mit Masse belegten Kreises in dem Pankte 
ausserhalb desselben auf, wenn es in allen Punkten der 
Kreisfläche gegeben (gleich f(d, if})) ist 

Nach der im § 32 gewählten Bezeichnung ist der Radius des 
Kreises 1^; sein Hittelpunkt ist der Anfangspunkt unseres recht- 
winkligen Goordinatensy stems , seine Ebene die Ebene TZ. Um 
die Formeln ein wenig zu vereinfachen, ändern wir die Längen- 
einheit, indem wir den Radius 1^ gleich 1 setzen; der Werth, wel- 
chen wir nunmehr für das Potential im Punkte [x, y, a] finden , ist 
daher derselbe, welchen das Potential, ehe die Einheit geändert 
war, im Punkte [ffx, f)y, f^z] besass. Die rechtwinkligen Coordinaten 
eines Punktes im Räume sind nunmehr 



X = ßcosö, y = y^^+Tsinöcosi^, z = ]^^' + l8inÖ8in^, 

die eines Punktes der Kreisfläche 

a = 0, & = sini^cosctf^ c = sini^sinco. 

Da 3} sämmtliche Werthe von bis n durchläuft, so wird jeder 
Punkt des Kreises zweimal erhalten, einmal als Grenze von Punkten 
auf der positiven Seite des Kreises, einmal von solchen auf der 
negativen Seite; denn den Coordinaten fj entsprechen dieselben b 
und c wie den Coordinaten ^— iy. 

Nach § 38 ist das gesuchte Potential im Punkte 

'o 

wenn gesetzt wird (wie oben tp — {o = g> und) 

«=0 

SW = _2^±l^'(_i)»'oP(eo8Ö)P(eo8i?)^^co8»9), 

Die Ausführung der Summation gelingt in Folge des Umstände», 

dass •) statt des Bruches 1 : (?t"^(0) die Function Ot"ii(0) in den 
Zähler eingeführt, und diese wiederum durch den Differential- 
quotienten von (?ir^(ff) nach a ersetzt wurde. Man hat nämlich 
(M. vergl. I, (38)) 

(?t->(0) = 



(-),AN_ 2« il(2n4-l) 



(4i)»+» nnni(n + v)ni(n — v) ' 
*) Monatsbericht der K. Akademie der Wissenscb. zu Berlin, 1854, S. bü- 
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woraus sich unmittelbar ergiebt 

Femer hat man eine Gleiebung, welche der Gleich, (d) in I. 259, 
die sich auf die P bezieht, entspricht: 

dx - — /^?3r ^^^^^^^^+^^^=T^'' w- 

Aas ihr folgt flftr x = ia und a = 

Hierdurch yerwandelt sich S("> in den Differentialquotienten nach 
er f&r <t = des folgenden Ausdrucks: 

©^-^ = i'-^^^^^/^"^(cosö)P?'^(cosij)0^^^^ 

Ich zeige, dass die Summation sich ausftlhren lässt und dass man 
findet (M. vergl. § 33, S. 103) 






n=0 

du 



—OD ^<y-H50Sttt)^^Vi |/a'+l-[cosöco8J^+8inÖ8injycos(9-Htti)] 

Man hat nämlich nach I. 231 , (39, a), wenn x irgend einen Bogen 
zwischen und tff^ bezeichnet, tp^ zwischen und n liegt und zwar nach 
I. 169 durch die Gleichung 



bestimmt wird, 

r cosivfidu ^ ^ 2. /7(fi4-»)/I (w-y ) n(-)f ipAcos^ 

i^ [te+tcos(tu-x)Ye' + l]*"^' /Z«.1.3...(2fi+1) "^^^ ^' 
Diese Gleichung multiplicire man mit 

(cosx . ) V + i — ^)* ^X 

und integrire von bis arccotga. Da a eine nicht negative Grösse ist, welche 
weiter unten gleich Null gesetzt wird, so bleiht x unlor ^n, also sicher unter 
^0- Nach I. 224 ist 

man hat daher 

H«ine) Anweodangen der KngelfnnctioneD. 2. Aufl. 9 



130 PotaitUL §41,10. 

/ costrmdui ^^ — =-^ — -r-^^= ov 







_ ^^,, iT(i, + ..)||(i,-,) ^f-.^A. 

^^ [i.3...(2ii+i)p ^rw;v-i.«F> 

Nach 1. 339 verwandelt sich die linke Seite dieser Gleichung in 



Indem man den Werth for das Prodokt der beiden Functionen Q in @("^ ein- 
setzt, entsteht 



©(*) 



= -'^^^J^ Q^-Kifi'V^^^iT^U'^^) 



X /*" (cos cos]^ 4~ ^'° ^^" 7 cos(qp + tii)) d« . 
Nach I. 78 (M. vergl. auch D. 103) erhält man sofort far die Summe der @ 
das oben angegebene Integral. 

Dieses Integral lässt sich ansftbren und giebt keine höhere 

Transcendente als arctang. Man findet seinen Werth 1. 171 (erster 

Fall). Da aber S^ d. i. der Werth seines Differentialquotienten nach 

a fbr (T = anfznsnchen ist, so ist es bequemer, vor der Ausfllhrang 

der Integration nach a zn differentiiren. Dadurch erhält man 

8 = -^ r ^ =_. 

471 «^^ (cos0co8i/ + 8indsin]}cos(f) + ^)~co8ttt)/^*-|-l)' 

lieber diese Art von Integralen wurde im I. Bde ausf&hrlich 
gehandelt. Man setze die Entfernung des Punktes O mit den Coor- 
dinaten x^ y, % von einem Punkte [0, fr, c] der Kreisfläche wiederom 
gleich R, hat also 

«'+(Sf-fr)'+(»-c)* = Ä" = ^•+sin*J7+sin'ö 

— 2/ß*+T 8inJ7sin(?cos(t^ — Ol). 
Alsdann findet man aus der vorigen Gleichung fUr S zunächst 

4«' *1^ (cos 17 cos ö — cos ttt . Vä* + cos*jy cos* oy 

Zunächst bat man nimlicb (M. vergl. I. 169) zu setzen 

A = cosi^cdsd^ 
B == sin ]} sind cos 9) — |^p*+l, 
C = — sin?/sinösinqp. 
Dann erhält man (S. 170) 



S 



47jc' */ [a-^-b coß(iu — 1^)]' 
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wo gesetzt ist 

a = cosijcosd, bcostfß = B, 

h = iW+ä% fesint^ = C, 

und 6 die positive Wurzel vorstellt. Um den kritischen Winkel xp^ zu finden 

(S. 166 — 167), hat man ^a^—b^ ein solches Zeichen zu geben, dass diese 
imaginäre Grösse negativ wird, also zu setzen 

Dann wird ffß^ zwischen und n so bestimmt, dass 

ist. Da der Modulus der linken Seite 1 wird, so hat man a = i. 

Es sei a positiv. Dann wird cost^^ ebenso wie cost^ negativ; tp^ und 
ebenso entweder t/ß oder — tp li^en daher im zweiten Quadranten. Zugleich 
ergiebt sich fnr tfß ein Werth, der absolut grösser ab tp^ wird, indem man hat 

a B 

und B absolut aber a li^t. In der That hat man 

y^^-Pr > sin 7^ sind cos 9) -f- cosi^cosd, 

da ^ 3> und nur im Grenzfall gleich Null ist, während die rechte Seite 
höchstens 1 sein kann. 

Wenn a negativ ist, so wird cosi^^ positiv, so dass i^^ im ersten 
Quadranten liegt, also jedenfalls kleiner als ip ist. Nach dem VI. Satz an der 
erwähnten Stelle (S. 167) kann man ip mit n verlauschen, ohne den Werth des 
Integrals zu ändern, und man hat in der That, wie oben angegeben wurde, 

s = -«- r ^"^ 

4^' J (a — b cos ttt)* 

—00 

Aas L 163 (erster Fall) findet man, dnrcli Differentiation naeh a^ 
wenn et und ß positive Grössen bezeichnen 



vr 

r du 2 f. a , iß*-a* , an \ 

WO der arc zwischen und ^n zu nehmen ist, hat also für das 

Integrals je nachdem cos^cosi; positiv oder negativ ist, die erste 

oder die zweite Form zu nehmen. Wir denken uns die Axe der X 

so gew&hlt, dass auf der positiven (nördlichen) Seite des Kreises 

liegt, so dass*d<i^ ist. Ferner theilt man das Integral für v 

(S. 128) in eines von i; = bis ^n und eines von ^n bis n, bringt 

das letztere durch die Substitution n: — 17 für 17 auf die Grenzen 

9* 
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und ^n. Dann findet man als Lösung der Aufgabe dieses 
Paragraphen 



X[l ^ arc cotg '^ )dw. 

Wiederholt wird, dass der arc cotg zwischen und i^ ge- 
nommen wird, der Radius des Kreises gleich 1 ist, der Punkt 
(0, Tj, ki) = [0, b, c] dem Kreise, (iq, 0, tp) = (x, y, z) dem Baume an- 
gehört in welchem 0<Hn ist, und A die Entfernung der Punkte 
[^y y> ^] und [0, b, c\ bezeichnet. 

Wir haben hier den allgemeinen Fall behandelt, in welchem 
die Grenze von y aufgesucht wird, während das Ellipsoid sieh 
einem Kreise nähert, und so die Belegung des Kreises als Doppel- 
belegung gedacht die auf der negativen Seite des Kreises eine 
andere als auf der positiven sein kann. Die Assimilirung der Auf- 
gabe über das Potential einer mit Masse von geringer Höhe be- 
legten Kreisscheibe mit einer mathematischen, f&hrt auf die Auf- 
gabe dieses Paragraphen, wenn f(n—fi,w) gleich f(ri,to) gesetzt 
wird. In diesem Falle vereinfacht sich die obige Formel zu 

(11) ... V = -^J sin J7 dtj [(rj, w) 



0+ 



cos 17 COS ^ COS J7 cos \ dw 
R »™*»°S Ä )W 



Ein zweiter Fall, wenn man nämlich den Kreis auf der posi- 
tiven Seite willkürlich mit Masse belegt, auf der negativen mit 
einer solchen von gleicher aber entgegengesetzter Dichtigkeit, ftthrt 
auf eine elektrodynamische Aufgabe — wenigstens wenn man der 
Masse auf derselben Seite des Kreises überall gleiche Dichtigkeit 
giebt — nämlich auf die Aufgabe über die Wirkung eines linearen 
Kreisstroms. Da dann fO],(o)+f(n — f],w) Null ist, so erhält man 






_ gcosg Z"*^^. 





§ 42. In der erwähnten Abhandlung v. J. 1854 habe ich den 
Ausdruck (11) für v unter der Annahme, dass f von oi unabhängig, 
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d. h. nur eine Function ((rj) der Entfernung des Punktes [0, h, c] 
vom Mittelpunkte des Kreises sei, noch weiter umgestaltet In 
diesem Falle tritt ((tj) vor das Integral nach w, und dieses lässt 
sich in ein elliptisches erster und zweiter Gattung umwandeln. 

Die nach co zu integrirende Function in (11) kann man dann 
(offenbar) durch 



Ä«^..a« "T^V (H» + ii«)« 



ausdrücken, wenn man et = cos cos 17 setzt. Wegen der bekannten 
Gleichungen 

J a-6co8qp "" }f^^^^^ ' •/ (a - 6 cos y)' " 1(^1 a^h^) » 
wird daher, mit Berücksichtigung des Ausdrucks 

fi' = Q^+ sin' jy + sin'ö — 2 iq^ \-\ sin iy sin ö co8(i^ — w) 
das nach w zwischen und 2n zu nehmende Integral in (11) 

2n 

^•+1— sin'ijsin'ö 
I ^^^r (ti' + g' + sin'>? + sin'g)du 

i l^(«'+?' + 8in'i? + sin'ö)'~4(ß'+l)sin'j?8in'ö' ' 
Nun ist, wenn y und d Gonstante bezeichnen, 

r (2ii* + y+^)rfti w 



'^ dJ ^ 



(F^' + yVtt' + cJ)' d.iu^iu' + d 



3 ) 



ftihrt man noch für u eine neue Veränderliche X durch die Gleichung 
ein, und setzt 

y 

so wird die rechte Seite 



Indem wir ^^ und d die geeigneten Werthe geben, deren geometrische 
Bedeutung man sofort erkennen wird, erhalten wir das Resultat: 







coBtjcoaO 
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Setet man 

= (YÖ^Tl-OOB(fJ + ff)Wf + 1 + C08(.? - ö)), 
= (I^P' +1+ C08(iy + Ö))(|VTi- C08(.? - (?)), 

y^'+l+sinijBinö 

k — • 

Y 

(wo fc* = (y — ^):y unter 1 liegt, da d positiv und <y), so wird 
das Potential der mit Masse belegten Kreisfläche, welches sich im 
Punkte (0, tj, w) in f(fj) verwandelt, 

^ *^ L y^«-|-14-ßini/8inö 

Im 4. Bd. des Liouville'schen Journals 1839 hat Lam£ filr 
die ungleiohaxigen Ellipsoide eine Aufgabe aus der Wftrmetheorie *) 
gelöst, welche mit der im § 36 behandelten übereinstimmt: das 
Potential t der Flächenbelegung, wenn es an der Oberfläche ge- 
geben ist, fbr den inneren Raum zu finden. Auf diese Abhand- 
lung, aus deren reichem Inhalte bereits im I. Bd. Manches mit- 
getheilt wurde, und auf den wir im folgenden Kapitel zurückkommen, 
Hess er in demselben Bande eine zweite folgen *^), in welcher er 
zeigt, wie die allgemeine Methode sich fbr den speciellen Fall des 
Rotationsellipsoides gestaltet, wie die im allgemeinen Falle auf- 
tretenden Produkte der Functionen E sich in Produkte aus trigo- 
nometrischen Grössen mit fertig gebildeten endlichen Reihen ver- 
wandeln. Somit ist die erste Lösung dieser Aufgabe auch fbr die 
Rotationsellipsoide von Lamö geliefert. 

In meiner Inaugural- Dissertation (April 1842)^**), darauf in 
einer deutschen Umarbeitung derselben aus dem Sommer desselben 

^ Sur r^qoilibre des Templratnres dans nn ellipsoide It txoia azes in^ganx; 
p. 126—163. 

**) Sur r^qnilibre des Temp^ratnres dans les corps solides homogenes de fonne 
ellipsoidale concernant particali^rement les ellipsoides de r^volation p. 351 — 385. 
***) De aequatioDibns nonnnliis differentialibos p. 1 — 26. 
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Jahres, gedruckt im 26. Bd. des Crelle'Bchen Journals *) (1843) habe 
ich dieselbe Aufgabe für das Rotationsellipsoid nach der Methode 
des § 38 behandelt, und gezeigt, dass die vorerwähnten bei Lam^ 
auftretenden endlichen Reihen nichts anderes sind als die Kugel- 

fiinetionen Pf^K Dadurch war es möglich, die bei Lam£ im Nenner 
vorkommenden Integrale auszufahren und durch die ihnen gleichen 
numerischen Werthe zu ersetzen, so dass ich der Lösung der Auf- 
gabe die einfache Form geben konnte, deren man sich jetzt bedient 
und welche man oben (S. 120) findet Zu derselben Form gelangt 
Lamö in seinem viel später erschienenen Werk **)• Liouville be- 
merkt in seiner Arbeit aus dem Jahre 1846, im 11. Bde seines 
Journals p. 217—236 u. 261—290, gleichfalls dass die betreffenden 

Functionen die P^^ sind. Dieselbe Aufgabe fbr den äusseren Raum 
habe ich in den erwähnten Arbeiten durch Einfbhrung der Eugel- 
funetionen zweiter Art und ihrer Zugeordneten zuerst gelöst. 

Herr F. Neumann (Königsberg) hat die Lösung der beiden 
Aufgaben, der Aufgabe fbr den inneren und fbr den äusseren Raum, 
benutzt ***) um, wie im § 39, T nach Kugelfunctionen zu entwickeln ; 
er hat femer gezeigt, dass man im Falle 2) des § 38 den Beweis 
fbr das Verschwinden der Constanten q und q führen könne, indem 
man die Endlichkeit der Differentialquotienten von v berücksichtigt. 

In allen Arbeiten, die bisher erwähnt wurden, wird die Methode 
des § 38, die Integration einer partiellen Differentialgleichung zu 
Grunde gelegt; die Entwickelung von T im § 32 habe ich im 
42. Bde des Cr eile 'sehen Journals bei einer allgemeineren Unter- 
suchung kurz mitgetheilt f); der § 33 giebt ein bei manchen Unter- 
suchungen vortheilhaffceres Verfahren an. 

Die Aufgabe der Kreisscheibe habe ich, wie oben angegeben 
wurde, im Monatsbericht der Berl. Akad. v. 1854, S. 564—572 ge- 
löst-, in einer Zwischenrechnung, die dort S. 568 nur beschrieben, 
nicht ausgeführt wurde, einer Summation, — hier ist sie S. 129 — 130, 
in kleinerem Drucke, ausgeffthrt — kam aber ein Rechenfehler 



*) Ueb«r einig« Aufgaben, welche auf partielle DifFerentialgleichnngen fuhren. 
S. 185-216. 

**) Sur les fonctions invenes, 1857. 

*^ Entwickelung der in elliptischen Coordinaten ausgedrückten reciproken Ent- 
fernung etc. Grelle, J. f. M. 1848 Bd. 37, S. 21^50; datirt August 1847. 
f) Theorie der Anziehung eines Ellipsoids, B. 70—82. 
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vor, der zwar nicht die wesentliche Form des Resultates (11) im 
§ 41 veränderte, aber eine Unrichtigkeit in dem Ansdrack ftr v im 
§ 41 verursachte, die jedoch im Falle des § 42, in dem f(fj, co) von 
o) unabhängig wird, ohne Folgen^ bleibt, so dass die dort S. 570 u. f. 
gegebenen Entwickelungen und Resultate keiner Modifikation be- 
dürfen. Herr Lipschitz hatte bemerkt, dass meine Endformel 
fbr V unrichtig sei, indem er mein Resultat nach Dirichlet's Me- 
thode *) verificiren wollte, gab mir durch eine freundliche Mittheilong 
hiervon Nachricht und dadurch Gelegenheit den Fehler zu ver- 
bessern, der in der 1. Auflage des Handbuchs (1861) berichtigt ist 
Herr Lipschitz selbst hat aber**) die richtige Formel mitgetheilt, 
die er fand, indem er die Summation durch ein Doppelintegral aos- 
fUhrte, dessen Werth er für eine besondere Lage des Punktes 
bestimmt. Er erräth darauf den Werth des Integrals in dem all- 
gemeinen Falle, und beweist die Richtigkeit des Resultates durch 
eine Verifikation. 



Drittes KapiteL 

Das dreiaxige EUipsoid. 

§ 43. In diesem Kapitel werden flir das Ellipsoid mit drei 
ungleichen Axen unter den Aufgaben, deren Lösung man in den 
beiden vorigen Kapiteln für die Kugel und das Rotationsellipsoid 
findet, diejenigen behandelt, welche man insofern die wichtigsten 
nennen kann, weil die übrigen ihre Lösung aus ihnen durch die- 
selben Methoden finden, welche in den früheren Fällen angewandt 
wurden. 

Die Bezeichnung entspricht der I. 352 eingeführten; ich setze 

(ob) 

X = ^cosd, a = acosij, 

y = ]/^'— 6'sinöcosi^, b = }^a*— fc'sinjycoscii, 

* = iq^ — c*sin sin t^, c = )^a' — c* sin 17 sin w, 

*) Grelle, J. f. M. Bd. 32 S. 80—84: Sur un mojen fi^dral de v^rifier 
rexpression du potentiel relatif a une masse quelconque, homogene ou h^t^rogeoe. 
^ Beitrage zur Theorie der Vertheilang der statischen und der dynamischen 
Elektricität in leitenden Körpern, Borchardt, J. f. M. Bd. 58, S. 1^53; 1861. 
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und entwickele 7, wie*) im §32, nach Kugelfuuctiouen 
von und ^. 

Dazu dient die Formel 

dv 



/in 
(^+n 



tycosv + wsinr)— (a + tbcosv + Ksinv) ' 



2nT 



bei deren Anwendung x—a positiv vorauszufietzen ist; ich benutze 
bei den Entwickelungen die folgende abküraende Bezeichnung, die 
in dem schliesslichen Resultate § 44, Gleich. (12) wegfällt: 

T = >^6*cos*t; + c*sin'i;, 

y^TZfc« cost; = % /r'— i cosf» ia^—h" cosv = % |^*'— 1 cos^, 
(^^•— c'siuv = fV'r'— 1 sinf, l/ö^^" sinv = t}^«'— Isini, 

er = rcosö + ^V'*' — l8ijiÖC08(^ — ö, 
/? = «cosiy + t)/**— l8ini/cos(iii — D. 
Dadurch verwandelt sich die Gleichung für T in die folgende: 

Lässt man v von bis 2n wachsen, so nehmen ^ und $ mit v zu- 
gleich die Werthe 0, in, n, f/r und 2n an. Sind v^ ^, ^ zusammen- 
gehörige Werthe, so werden zu n—v, n-\-v, 2n—v die Bogen 
71— £ fr+£, 27^—5, resp. tj— 5, 7r+?> 2fr— & zu allen diesen Bogen 
aber dieselben r und $, bei festgehaltenem q und o^, gehören. 

Den Ausdruck {a—ßY'^ entwickelt man, vermittelst I, (11) nach 
Kugelfunctionen erster Art von ß. Vorausgesetzt wird hier, 
es sei Q>a, bei der Ableitung des Resultates allerdings noch 
mehr, nämlich es sei q gross genug, damit die fftr solche Entwicke- 
lang erforderliche Ungleichheit 

erfllllt sei. Man findet alsdann fftr T eine Reihe von Kugelfunctionen 

T = 1^">, $<•' = i^ /V(/»)0«(a)— • 
Msso £n •/ T 



Es handelt sich zunächst darum, den Ausdruck, welcher mit dt; 
multiplicirt ist, zu transformiren. 

*) Statt der dort yorkommenden Coordinaten a, b, ß treten hier 0, b, c auf 
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Die Transformation erfolgt, indem man P(*>(/J) und ©^(c) 
einzeln, wie S. 100, durch die Additionstheoreme entmekelt Man hat 



t=0 



(2«+l)(?«(o) = 2^(-l)'/^">(eo8Ö)(?<r>(r)eo8x(V-ö. 
Hieraus folgt 

a:^"^ = ^ ii(-ir«f*^/^"^(co8,7)/t^(co8ö)[£, x], 

wenn man, nur in diesem Paragraphen, setzt 

[t, x] =y'V(»)(?i"('-)eost(w-Dco8*(^-0-^. 



In diesen Ausdruck ftlhren wir statt s, S, r, ^ nunmehr die Co- 
ordinaten q, a, v ein. Dies geschieht unten in No. 1—4. Bei der 
Umformung lassen wir, zur Bequemlichkeit, den oberen Index der 
überall n ist, fort. 

1) Die endliche Reihe, auf welche sich der Summationsindex i 
bezieht, wird nach I. 321, (54, d) umgestaltet. Man erhält nach 
dieser Formel 

/ (*+ }^*'^1 cos§co8x+ 1^*'— 1 Bin§sinx)*co8i(ai— x)^* 



und wenn man a und v statt s und ^ einführt, 

A(*)oo8t(ai-D = ^7j(2yt>» J *^<50St(cö-x)öx. 

wo zur AbktLrzung gesetzt ist 

B = flr+}^flr*— 6'cost;co8x+ J^a* — c* sint;sin%. 

Der transformirte Ausdruck, abgesehen von dem Factor t"^ lässt 
sich demnach in eine nach Cosinus und Sinus der Vielfachen von 

V fortschreitende Reihe entwickeln , welche mit dem n-faehen von 

V schliesst. 

2) Die in % auftretende Summe nach % zerfalle man in zwei 
Theile, nämlich in die Summe von bis n und die Summe tod 
n\\ bis oo; die letztere ist aber Null. Dies kann man ans 
der Symmetrie von 7 in Bezug auf und 17 sehliessen, aber direct 
auf folgende Art nachweisen: 
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Man hat L 212 

Qn(r) = (r«~l)-*-a(r), 
wo die Function O nach I. 217 durch 

ausgedrückt wird, also hier, wo x>n genommen wird, auf eine 
endliche hypergeometrische Reihe fährt. Bei der Einfbhrung von 
Q und V statt r und £ beachte man die Identit&t 

(r* — l)-**(cosxf+tsinx5) = — -j==z = 

(Vß' — 6" cosv+iy^' — c* sinv)* 

Es yerwandelt sich dann 

OxWCcosx^+tsinxO 
in das Produkt von drei Factoren; der erste ist t"~^^, der zweite 

(^f • — 6' cosv qp t iq* — c* sin v)-«^»-"-", 
der dritte eine endliche hypergeometrische Reihe, welche nach 

geraden Potenzen yon — aufsteigt und keine höhere Potenz hier- 

Ton als die %-n-—V^ enthält. Nach Cosinus der Vielfachen von t; 
geordnet wird also dieser dritte Factor kein höheres Vielfaches als 
das X— w— 1*® enthalten. 
Setzt man 



so dass X eine positive Zahl ist, so ¥drd 

V'jp^^'cosv+ti^^V^^'sini; = i}/?^=T*(«^+*«' + e-^±««'). 

Die — x^ Potenz dieses Ausdrucks Iftsst sich daher nach dem bino- 
mischen Lehrsatz in eine Fourier'sche Reihe entwickeln, welche 
kein niedrigeres Vielfaches von v als das x-fache enthält Da x > n^ 
so giebt also das Produkt des zweiten mit dem dritten Factor eine 
trigonometrische Reihe, die kein niedrigeres Vielfaches von v als 
das fi+l<« enthält 

Der Theil von [t, x] welcher hier, in No. 2, betrachtet wird, 
besteht also aus dem Integral nach v von bis ^n eines Produktes, 
dessen einer Factor, abgesehen von einer Potenz von q und an- 
deren Constanten in Bezug auf v, den reellen und den mit t multi- 
pUcirten Theil der eben erwähnten Reihe linear enthält, dessen an- 
derer Factor die Reihe unter No. 1 ist Der eine enthält den Co- 
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sinos und SiniiB kemes höheren als des n^ Viel£M$heii von v, der 
andere nnr höhere Viel&ehe. Das Integral ist also NaU, and um 
Z sa finden ist es hinreichend, wenn man die Summation 
naeh x von nur bis n aasdehnt 

3) Es bleibt noch ttbrig, die Umformnng von 

0^(r)co8«(^ — 

Yorzonehmen so lange %<.n^'L Ist ^<Zin, so kann man dies 
Glied naeh I, (39, a) in 

1,3. ,.(2« + 1)17« r* co8«(w-y)a« 

*' n(H + x)n(n-%)J^ [r+co8(t«-ö>/i^*^]*^» 

verwandeln; also hat man, so lange v<:^n ist, die Gleichang 

WO ZOT Abkfliznng gesetzt ist 

A = Q + y^*— 6* cosv^costti 4- ir^—c* sin V^sinw. 

4) Ans den Bemerknngen Aber die Veränderangen, welche l 

beim Wachsen von t; erleidet (S. 137, am Eingang dieses Kapitels), 

ist klar, dass 

r"P,(»)cosif, 

wenn statt v der Reihe nach n—v, ^+^5 2f(— t; gesetzt wird, 
denselben absolnten Werth behält, aber mit resp. costfv« eo^in, 1 
za maltiplidren ist Entwickelt man diesen Aosdrack in eine tri- 
gonometrische Reihe 

^amCosmu -\- ftmsinoit;, 
so ist daher 

4 Z**^ 
o« = — / T"P»(^)cost$eo8iftt;dt;^ 



wenn t and m gleichartig sind, d. i. wenn m-f-c eine gerade Zahl 
ist, sonst NalL Femer ist jedes b gleich NnlL 

Aehnliches gilt von z*P«(«)8ini$, so dass man findet: Wird 
T*P»(«)cost(ai— D in eine trigonometrische Reihe in Bezog auf f 
entwickelt, so ist diese 

eQ%uaSa^w&mv-\'%viuaSb^wimv, 
wenn m nnr solche Werthe ertheüt werden, die mit i gleichartig 
sind, and wenn gesetzt wird 

(!,„ = — / T"P.(«)co8e5oo8mi;öi;, 6„, = - / T^P.COsincIsinwvav. 
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Dasselbe Verfahren zeigt, dass man eine Entwiekelung erhält 

r-*~*0»(Oc^ß*(V~D = cosxi//J^aniC08mi;-f sinx^^^/^msinwii;, 
wenn gesetzt wird 

4 Z**" 

am =" — / T~*~*0*(0oosxfco8mi;öt;, 



4 /**^ 

ßm = — / r^^^OjfWsinx^sinmvöi;, 



und die Sammation sieh über alle mit x gleichartigen m erstreckt. 
Nach diesen Umformungen erhält man endlich, wenn i und x 
gleichartig sind 

n n 

[i, x] = TTCOStCüCOSXV J?'an»am + ^sintCOSinxi/; Sbmßmy 

m=30 m=0 

WO die Summation sich über alle mit i und x gleichartigen m be- 
zieht. Sind aber i und x ungleichartig, so ist {jl, x] = 0. 

§ 44. Der vorstehende Ausdruck für [i, x] ist in % einzusetzen, 
und versehafit sofort die gesuchte Entwiekelung. Indem man Buch- 
staben üy Wy u, tr einfahrt , um gewisse Functionen von q und a» 
welche wesentlich die am Schluss des § 43 auftretenden GoefScienten 
a, b, a, ß sind, zu bezeichnen, findet man folgendes Resultat 
der Untersuchung im §43: Man setze 

A = ^-f-]^^'— fe' cosvcostti + io^—c^ sinvsint«. 



B = a-f y^*""^' cosi;cosx+ ia*—c^ sincsinx, 

wrim)f X 1 n^ 'i /** COStXtlÖfl 

Ui (q) = — / cosmvöv/ 

00 



00 

OD • • 



sintxtfdti 



^«+1 



00 





u>r (o) = -T / sinmvöi»/ JS^sinex^X» 



(n) ^ 2[1.3.6...(2n-l)] ' 
^* iI(n4-x)iZ(n-x) 



Alsdann wird die Entwiekelung von T nach Kugelfunc- 
tionen von und i^, die zugleich Kugelfunctionen von tj 
und Ol sind, durch die Gleichungen gefunden 
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(12) . . . r= i- = Jsw, a:w = .§?Lbl(6+@), 

*• «=0 ft 

x=l «=1 »«=1 

wenn die Summationen zuerst über alle geraden i, x, m, dann über 
alle ungeraden ausgeführt werden, so dass 6 und eben so @ in 
die Summe von zwei, also £("> yon vier Aggregaten zerfällt. Das 
eine enthält Eugelfunetionen 

Px(co8Ö)cosx?p 

mit geraden, das andere mit ungeraden x, das dritte 

Px(co8Ö)8inxi// 

mit geraden, das yierte mit ungeraden x. 

Ebenso wie in Bezug auf 6 und tp verhält sich $:("> in Bezug 
auf 17 und w; dagegen tritt q in einer anderen Art auf als o. Die 
Functionen W und to, in welchen o vorkommt, also auch £^*>, sind 
nämlich offenbar ganze Functionen »**" Grades von a, }fa*—b% 
fV— c\ Die W und to enthalten überhaupt (offenbar) keine ir- 
rationale Zahl ausser ganzen Potenzen dieser drei Grössen, und 
JW ist sogar eine ganze Function n*^ Grades der recht- 
winkligen Goordinaten a, b, c des inneren Punktes. Da- 
gegen sind die Cr^"\ fli<"> und daher ^^("^ von q transcendente Func- 
tionen; sie enthalten nämlich ein elliptisches Integral dieser Ver- 
änderlichen, und zwar nur von der ersten und zweiten, nicht aber 
der dritten Gattung. Z. B. findet man 

dti 



= ^r^r 



_oe (P+ y^^*""^' cosvcosiM-j- yp'— c" sinvsint« 



-00 



d« 



Ich zeige nun, wie man U^") und u^") für jedes n, and 
dadurch zugleich, wie man £("> in die Form A-\-BJ bringen 
kann, wo J ein elliptisches Integral erster und zweiter Gattung 

ist, A und B rationale Functionen von q, y'ip--6', ^Q^—c* sind. 

Alle Operationen zur Ermittelung von A, B, und der 
Function, deren Integral J ist, lassen sieh vollständig 
ausführen. 
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Da man offenbar hat (§ 43, S. 137) 

80 ist i^"^(/J), als ganze Function n**° Qrades von ß, auch eine 
solche von a, b, c von der Form 

wo p, q, t ganze Zahlen bezeichnen, und C eine Constante in Bezug 
auf a, b, c, die ausser t; nur noch ^ enthält Setzt man diese 
endliche Reihe in den Ausdruck für % auf S. 137 ein, so verwan- 
delt er sich in 

dv 



^^ Sa^l' ef^CQ^^a) 





d. i. in eine ganze Function ii*«° Grades von a, b, c. 

Ich lasse hier die Werthe sämmtlicher von verschiedenen 
W und to für n = Ö, 1 und 2 folgen: 
Fr! = l. 



ff = 0; 

« = 2; Wl= Kß^-fc'-O, W\ = W'j = i(c'-fe'), W\ = A(2<y'-6'-c'), 

Man berechnet die W und to für jeden gegebenen Werth von n, 
indem man die n^ Potenz von £ nach dem trinomischen Lehrsatz 
entwickelt; die Integrale, welche dann auszufahren bleiben, lassen 
sich sämmtlich in solche von der Form (p ^ it) 

zerlegen. Soviel über die Integrale TT und v>. 

Die Doppelintegrale C/ und u bringt man auf die Form der 
elliptischen Integrale, indem man zunächst die inneren Integrale 
transformirt, welche den Integrationsbuchstaben v enthalten. Des 
emÜGtöheren Ausdrucks wegen behandle ich hier einen bestimmten 
Fall, und wähle dazu die Function 17 mit einem geraden Index x, 
folglich auch einem geraden Index m. Führt man statt der trigo- 
nometrischen Functionen von in die Exponentialgrössen ein und setzt 

p = io*— 6* coBv — »Vß'— c' sini;, 
q = y^*— 6* cosv+ty^'— c* sinv, 
80 findet man 

COSfKttÖl* r. /** c("+l-*)«Ött . ^ /•" cC^+l-'^Ö« 






(p-i-2p6--hg62»*)»+i ' y (g+2^c**+pc2«)»-+-i 



-OD ' —00 
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Ber&cksichtigt man, dass p and q, wenn man t mit -— t yeitauscht, 
in q and p fibergehen, and f&hrt statt u die Veränderliche s = log« 
ein, 80 wird die rechte Seite der reelle Theil Yon 2"~"(fi-'X, n), 
wenn wir setzen 



(i. «) =/ 



Ganz bekannte Recareionsformeln geben den Werth Ton (X, n) ans- 
gedrOckt dorch (0,0); man bat n&mlicb die Gleichangen 

wenn, wie im vorigen Paragraphen, 

»' = Ä'eos'v-f c'sin't; 

gesetzt wird und in der letzten von den drei vorhergehenden 
Formeln i > 1 ist 

Das Integral (0, 0) lässt sich aaf die Form bringen 

(0, 0) = y -^^, lfe*)co8'i; + (*'-08ia'v ' 

o 

man hat nämlich 

dz 1 Q-\-% 



(^'^>=/ p4-2p» + a»' ="^'"g 







p + 2^8 + q^» 2t ^ Q — v 



also, indem man noch q differentiirt, 

3(0,0) _ 1 

Hieraus erkennt man die allgemeine Form, welche (^k, n) besitzt; 
man findet nämlich 



_ A+B.(0, 0) 



wenn fi and y ganze positive Zahlen bezeichnen, Ä und £ aber 
ganze Fanctionen von p und q mit Gliedern nar von gerader oder 
nur von angerader Dimension, je nachdem X-f gerade oder no- 
gerade ist. Ausserdem enthalten sie nur noch rationale Zahlen, 
und Q, als einzige auch schon in p und q auftretende Veränderliche, 
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rational; es ist anerheblieh, dass sogar nur ganze Potenzen von q 
auftreten. 

Zum Beweise bemerke man, dass man hat 

S 9 

so dass man in der That keine anderen als den angegebenen 
Nenner erhält wenn man die Brüche in den Recursionsformeln, da 
wo sie Potenzen von p oder q enthalten, mit denselben Potenzen 
TOD q oder p ervveitert. Hieraus sieht man sofort, dass der Satz 
ftir (0, 1) und (0, 2), dann allgemein für (0, n) gilt. Von da steigt 
man zu (1, n), dann zu (2, n), und dann zu (l, n) auf. 

Angewandt auf unseren Ausdruck (n — x, n) zeigt der Satz, dass 
hier Ä und B die Aggregate p und q nur in gerader Dimension 
enthalten, da hier der Fall eines geraden x und m vorliegt. Hieraus 
folgt endlich, dass (S. 143) 

costxvöi; 



"=/ 



^«4-1 



•ao 



Yon derselben Form ist, nachdem sich noch dazu die Glieder heraus- 
gehoben haben, welche i, also welche ungerade Potenzen von sini;^ 
daher auch von cosi; enthalten. Es ist also schliesslich C eine 
ganze Function nach ^, nach v eine ganze Function von cos'v und 
sin't;. Auch in t', ^"— t' und «*— t", welches in (0,0) vorkommt, 
tritt V nur in cos^i; und sin'i; auf. Um schliesslich U zu erhalten, 
wozu man das betrachtete Integral, abgesehen von Constanten, mit 
cosifiv zu multipliciren und dann von bis ^n zu integriren hat, 
darf man also nach v von bis tt integriren. So erhält man, 
wenn A und B Functionen derselben Form wie die obigen be- 
zeichnen, nämlich ganze Functionen von q und cos2i;> 

Von den beiden vorstehenden Integralen lässt sich 
(las erste ausführen und giebt eine rationale Function von q^ 

i^—V^ und ^q^—c*. Mit Vortheil wird man bei der wirklichen 
Ansfährung die Becursionsformel 

1 _ 1 r 1 I 1 1 

t^H^q^-ty ~ q^ L»»i"(p»- !')•'-« ^ t^l'-\q*-%y \ 

anwenden, vermittelst deren sich das Integral in eine endliche An- 

Ueine, Aawendongeu der KugeUunctiooau. 2. Aufl. 10 
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zahl solcher von der Form 

/^ Adv f ^ Adv 

^^ '^ 

zerlegen läset. Hier ist A gleich 

<'o+ ^1 cosSvH h a2C082ili;, 

wobei die a rational nach q sind und keine andere Veränderliche 
enthalten. Man hat also nur Integrale von der Form 

/^ eo82nt;^t; r^ cos 2« t; 64; 
[6»4c«+(6*-c')co82i;]«' ' J [2^«- 6«- c'+ (c«- 60co82t;]' 

auszuführen. Diese sind aber keine anderen als Kugelfnnctioneiif 
nämlich, mit Fortlassung eines rein numerischen Factors, gleich 

Es kommt daher in Bezug auf q keine andere Irrationalität Tor 

als der Factor io^—h^io^—c*. 

Wir kommen zu dem Doppelintegral. D$U9 innere, nach 
t; zu nehmende Integral lässt sich durch die obige Recursionsfonnel 
auf solche zurückfahren: 

/•" Boy n __ *_^ 

Da man hat 

L__. = _^_ r ^. . _L_ 1 

SO bleibt nur noch übrig, Integrale nach t; und « ausznfllhren, deren 
Zähler eine Function B von der Beschaffenheit von A ist, also eine 
rationale Function von q und von i; von der Form 

ß = öq 4" a, cos2v H f- ajicos2ili;, 

während der Nenner eine von den folgenden Formen besitzt: 

In jedem Nenner kommt v nur in einem Factor vor; fthrt man die 
Integration nach v aus (s. o.) und bemerkt, dass 

"^ cos2nt;dt; 



/ 
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einen Ausdruck von der Form 



giebt, wo B und A. ganze Functionen von s* bedeuten, so ist 
sehliesslieh die Integration nach $ von q bis oo auszufahren von 
folgenden Formen 

Hier bedeutet S eine Function von q, die entweder kein 5, oder 
dies nur in der oben angegebenen Form enthält. Die Coef&cienten 
der verschiedenen ganzen Potenzen von s^ in S, oder vielmehr in 
R und Aj, enthalten nur noch die Veränderliche q, und zwar sind 

dieselben rationale Functionen von q, ^q* — 6* und ^q* — c*, so dass 
die Integration nach s in der That keine höhere Transcendente als 
ein elliptisches Integral schafft. 

In dem speciellen Falle, dass ^ = ist, vereinfachen sich die 
Integrale ü und u. Setzt man dann bi und ci statt b und c, so wird 

'**" *^ /** COStXttÖtl 



Trl/i"*^ = / ""coBmvdv/^ 



(6co8t;eostM + csinvaintM)**-*"* 

Man setze, wenn t dieselbe Grösse ist wie oben, 

6cosi; = TCosJ, csinv = Tsind^ 
wo d < ^TT. Das innere Integral verwandelt sich dadurch in 

costxtidti 



t-^ 



■f 



— 00 



C08"'^^(d — im) ' 



iskd<\n, so ist hier, nach I. 231, (39, a) eine imaginäre Sub- 
stitution gestattet und man erhält 



jj(m) ^ J_ Z*"" cosixtt<9ti r 
" nJ cos""^"Uu J 



n_ 

cosixudti r^ cosmvcosxddti 



^«+1 



-oo 

Führt man das erste Integral, ein Euler'sehes erster Art, aus und 
setzt für i seinen Werth ein, so findet man 



/ 



i'^ (6 cos V + ic sin v)* cos mv dv 



— \n 

also ein elliptisches Integral erster und zweiter Gattung. Einen 
ähnliehen Ausdruck giebt u für 9 = 0. 

10* 
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§ 45. Die Ausdrücke (12) liefern sofort die Auflösung der 
hauptsächlichen Aufgaben fUr das ungleichaxige EUipsoid, welche 
den für das Rotationsellipsoid im § 34 behandelten entsprechen. 
Es soll nämlich das Potential im Punkte O, welcher sich im leeren 
Raum befindet, aufgesucht werden, wenn man die Dichtigkeit 
der Masse kennt I) mit der ein EUipsoid erfüllt ist (k\ 
oder II) mit der seine Oberfläche belegt ist (x). (S. §34, 
Anm. 1.) 

I) Das Element der Masse im Punkte (a, rj, lo) ist 

, , siniyöiyöwöcT 

wenn man setzt 

(13) . . . A= (ff*— 6*Xff'-c*)coB'j7+a*8m'i7[a'-6'Mn'fti— c'cos'w]. 

Der Aosdruck dieses Massenelementes ist übrigens besonders 
einfach in Lama 'sehen Goordinaten. Führt man fllr a, tj, m die 
drei Lam^'schen Goordinaten q, iä, v und e, 1^, $ aus I. 352 — 354 
ein, so wird es nämlich gleich 

Man entwickele nun die (bekannte) Function kA nach Kugel- 
functionen, in Bezug auf tj, oi, in eine Reihe 

kA = 2 K<^\s, Ti, io\ 

»•==0 

in der also K die Form hat 

j^in) ^ 2w + l ^f|i(»)(eo8i7)(af-^cos£io + a["^siniöi), 

wo die Functionen a und a, welche nur die Veränderliche s enthalten, 
durch Integrale ausgedrückt werden; z. B. i^ die erste (m. vergl 
§ 34, S. 108) 

af"> = (-l)*ai"y^"sinJ7aiyf^"^(cosi7)/^"Äilco8i»ii»öitf. 



Man entwickelt femer T nach (12) in eine Reihe von Eugel- 
functionen %^''\ multiplicirt mit dem oben angegebenen Ausdruck 
des Massenelements und integrirt über die ganze Masse, welche 
durch das Ellipsoid, oder allgemeiner, welche durch zwei confocale 
Ellipsoide mit den Axen ^ = r^ und ^ = r, begrenzt wird. 

Das gesuchte Potential denke man sich in die Reihe von 
Kugelfunctionen in Bezug auf 0, tp 
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»=0 ^ 

entwickelt. 

1) Das Potential im äusseren Punkte Oa. Man findet 
dieses durch die Formeln 






Die Summen nach i, % und ta sind nur über die gleichartigen Zahlen 
zu nehbien, einmal über alle nicht negativen geraden, dann über 
die positiven ungeraden. 

2) Das Potential im inneren Punkte 0«. Man erhält in 
diesem Falle die Formeln 






Z^"> = 2'a^:^P^:\<M%e) ^'[Ä«coB«»piri'»>(p)+^„8iiimV'ioL'"^(?)]. 



Jf=0 IM=Ü 



II) Wird die ellipsoidische Fläche, deren halbe Axen t, /t'— ^'7 
ix^ — c^ sind, mit Masse von der Dichtigkeit x belegt, so hat man 



=//' 



Txdo 



zu bilden, wenn do das Flächenelement auf der Oberfläche des 
Ellipsoides vorstellt. Dieses ist aber 



r|/r'-6'|/?=V . . . 
ao = — smijai^dcü^ 

wo e die Beciproke der Entfernung des Mittelpunktes von der 
Tangentialebene im Punkte (r, t^, io) bezeichnet, wo also gesetzt wird 

1 ^ cos'jy sin'jycos'w sin* 17 sin* cü 
Entwickelt man — nach Kugelfunctionen in Bezug auf y/ und to. 



150 Poten««!. § ^j 13, 

«rie oben kA, indem man setzt 
* _ «^B-W ^(«) _ 2n+l 



80 wird erhalten 

V« = -lry'r'"^^y?"^^ i:(2« +1)Z^"^ 

+ a.8iuxi/;tiL'">(e)tri'"^(r)]/ 

wo da8 Zeichen 2 eine dreifache Summe nach i, x, m andeutet, die, 
wie oben, nur über gleichartige Werthe zu nehmen ist. 

Um y» zu erhalten, hat man nur ü mit W und u mit u> zu ver- 
tauschen. 

Anmerkung. Hier ist, ebenso wie bei dem Potential des 
Rotationsellipsoides, das n^ Glied Z("> in der Entwickelung von F. 
oder y» nach Eugelfunctionen eine ganze Function n^° Grades der 
Coordinaten yon 0^. Denn das n** Qlied 3;(*> in der Entwickelung 
von T nach Eugelfunctionen ist eine solche Function (§ 44, S. 137), 
also auch die hieraus durch Integration nach Gonstanten (in Bezug 
auf die Coordinaten von 0«) entstehende Fnnction Z<"). 

Gauss hat sich in einer Vorlesung aus dem Sommersemester 
1840 zur Ableitung des Ausdrucks f1)r das Flächenelement do eines 
sehr einfachen Verfahrens bedient, welches schon deshalb Interesse 
eiTegen wird, weil es von ihm herstammt. Ich tbeile es hier in 
dem Zusammenhang mit, in welchem Gauss es vortrug. Die Buch- 
staben erhalten hier eine andere Bedeutung als im Vorhergehenden. 

ä) (Die Gleichung der Ebene wird aufgesucht) Man (alle 
vom Anfangspunkte eines rechtwinkligen Coordinatensystems ein 
Loth yon der Länge e auf eine Ebene; die Coordinaten des Fuss- 
punktes seien a, b, c. Femer seien X, Y, Z die Coordinaten eines 
beliebigen Punktes der Ebene, r seine Entfernung vom Anfangs- 
punkt Die Cosinus der Winkel, die e und r mit den Axen bilden, 
sind resp. 

A A _£_ A Jl A 

e' e' e' r' r' r' 
Man erhält also den Cosinus des Winkels (ß>r), den die Linien e 
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and r mit einander bilden^ durch die Gleichung 

f N a IL , h Y , e Z 
cos(e, r) = -——-^\^-r■—^^ 



e r e r e r 
Multiplicirt man diese Gleichung mit r, und bemerkt, daßs die Ebene 
der geometrische Ort derjenigen Punkte ist, deren Projection auf 
die Richtung des Lothes e in den Endpunkt desselben fallen, so 
mu88 reos(«, r) gleich e sein, und man findet f&r alle Punkte 
[X, y, Z], welche in der Ebene liegen, die vom Anfangspunkte um e 
entfernt ist 



e e 

Hieraus folgt unmittelbar, dass 

aÄ + bF-fcZ = b 

die Gleichung einer Ebene ist, die vom Anfangspunkte um die Länge 

b 



entfernt ist. Ein Perpendikel auf derselben bildet mit den Axen 
Winkel, deren Cosinus sind 

b c 

V) Die Tangentialebene an eine Fläche i{xy y, z) = const. 
im Punkte x, y, z ist 

Xf'ix) + YCiy) + ZfX^) = xfXx) + yfXy) + zf^z). 

Wenn f(xy y, ä) eine homogene Function vom Grade p bezeichnet, 
so verwandelt sich die rechte Seite, nach dem Euler 'sehen Satze 
von den homogenen Functionen, in p.f(x,y,&)d. i. p. const. Daher 
ist die Gleichung der Tangentialebene eines Ellipsoides mit den 
Halbaxen A, B, C im Punkte x,y,z 



A' * B' ' C 
die Länge e des Lothes, welches vom Mittelpunkte des Ellipsoides 
auf die Tangentialebene gefällt wird, findet man durch die Gleichung 

6' " A' ■*' Ä* "^ C* 
c) Man setze 

x = A§, y = Bri, a = Cg. 

Betrachten wir !,>/,£ als Coordinaten eines Punktes in Bezug auf 
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das GoordinateiiBysteni der x^ y, z, so entspricht jedem Punkte 
[x, y, z] dn Punkt [^, rj, ^ eindeutig; dem EUipsoide, welches so- 
eben, unter b, behandelt wurde, das dem ersten Systeme, dem 
Systeme der x, y, z, angehört, entspricht im zweiten eine Kugel mit 
dem Radius 1, deren Mittelpunkt mit dem des Ellipsoides zusammen- 
fällt. Es entsprechen Ebenen in dem einen System auch Ebenen des 
anderen, daher Durchschnitten von Ebenen oder Geraden wiederum 
Gerade. Der Ebene $ = const. entpricht die Ebene x = il.consi, 
daher einem solchen Parallelepipedum im Systeme der ^, rj, ^, dessen 
Seiten den Goordinatenebenen parallel sind, ein ebensolches, dessen 
Volumen das iifiC-fache des ersten ist Indem man mit beliebiger 
Näherung jedes Volumen in solche Parallelepipeda zerlegen kann, 
deren Kanten den Axen parallel sind, hat man daher: Der Inhalt 
eines beliebigen Körperstücks im Systeme der f, t], ^ verhält deh 
zu dem entsprechenden im Systeme der x, y, z wie 1 : ABC. 

d) Man zeichne auf der Oberfläche des Ellipsoides ein be- 
liebiges Flächenelement do im Punkte x, y, z, dem ein Element dm 
auf der Kugel mit dem Radius 1 im Punkte [|^ tj, ^ entspricht 
Dem Kegel mit der Basis do und dem Mittelpunkte als Scheitel 
wird daher der Kegel mit der Basis dm und mit demselben Scheitel 
entsprechen. Also verhält sich das Volumen des ersten Kegels zu 
dem des zweiten wie ÄBCil. Der erste Kegel hat die Höhe e, 
der zweite 1, so dass man findet 

ABC ^ 

do = da, 

e 

was mit dem Ausdruck S. 149 fUr das Flächenelement übereinstimmL 
Man hat hier nur r, )^r'— 6'? Vt'— c' statt A, B, C, nnd für dm seinen 
Werth sini^dijdai zn setzen. 

§46. Als Beispiel für die Anwendung der Methode des 
vorigen Paragraphen zur Auffindung des Potentials von dreiaxigen 
EUipsoiden berechnen wir das Potential eines homogenen Ellipsoides, 
mit der Dichtigkeit ft = 1, im äussern Punkte Oa. Entwickelt man 
kA, d. i. A (vergl. (13)) nach Kugelfunctionen K, so bricht die Reihe 
beim zweiten Gliede ab, und man erhält 

A = m+KW, 
Ä-c«) = i[26«c'^«*(6'+cO]P(2)(cosj?) + i(fc'~OP<^^(co8i7)co82ii*. 
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a) Man findet Z^^) aus K(^K Die Yergleichung dieser Function K 
mit ihrem Ausdruck auf S. 148 zeigt, dass a^^> = 47rJif(^> sei, und 
dass die übrigen a und alle a mit dem oberen Index Null sind. 
Man hat also nach der Formel in I, No. 1 des vorigen Paragraphen 

Z(o) ^ i2L|/pirp,/i:23p{/(% 
und wenn man fUr U seinen Werth setzt 

47ir /-s 5-5 r-z s /** ds 



Z(o) = i^^_|/r»-6'i/?=^y 



6) Es bleibt noch übrig Z(^> aus ff^^) zu ermitteln. Man hat 

Mit Hülfe der Werthe von W(^\ »f W = Mr(2) ^^ }y(2)^ die man fär 
n = 2 auf S. 143 findet, erhält man die «Ausdrücke g^ und g^] g^ 
and alle g sind Null. So findet man 



ZOO 



= --ri/?^»,/?:r^'[p(^)(cos 



+PW(cosö)cos2v;/ ( , , - , ^J -— =g ?, . 

Durch Addition von Z(^> und Z^^) erhält man F; in den ent- 
stehenden Ausdruck führt man für P(^> und Pf> ihre Werthe 

cos'ö — |, — sin'ö 

ein, und wendet die identische Gleichung 

(p — g)cos2i/; = p + 9 — 2(psin*t^ + flCos'!/i) 

auf den Fall 



P = ,» .» ) ^ = 



a AS 



an. Reducirt man gehörig, so findet man den Dirichlet'schen 
Aosdmek für das Potential eines homogenen Ellipsoides von der 
Dichtigkeit 1 
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nämlieh cnniehst auf der reehtok Sdte das dort stehende vennehrt 
am das Produkt der Masse des Ellipsoides mal 

Der Ausdruck unter dem Yorstehenden Int^^le ist aber das yoU- 
ständige Differential nach s von 



das Integral selbst also Null. 

Die Entwiekelnng von T nacb Eugelfnnetionen, welche in den 
Gleichungen (12) enthalten ist, habe ich im 42. Bande des Grelle'- 
sehen Jonmals *) mitgetheilt; man findet dort auch im wesentliehen 
den übrigen Inhalt der §43—46. 



In der Vorlesung, auf welche im § 45, S. 150 hingewiesen 
wurde, gab Gauss folgende Methode an, um die Anziehung eines 
homogenen Ellipsoides zu ermittelü: 

Wir bedienen uns hier der Bezeichnung, welche an der er- 
wähnten Stelle eingef&hrt wurde. Belegt man die Oberfläche der 
dort erwähnten Kugel, deren Gleichung S*+J7'+ C = 1 ist, gleich- 
massig mit Masse von der Dichtigkeit 1, also im ganzen mit der 
Masse in, und legt dann auf das Element do der Oberfläche eines 
EUipsoids mit den Halbaxen Ä, B, C so viel Masse wie auf dem 
entsprechenden Element der Kugel dw liegt, so wird in einem 
irgendwo liegenden Punkte [a, byc\ = das Potential 

Das über die ganze Kugelfläche genommene Integral lässt sieh 
vereinfachen. Man vergleicht zu diesem Zwecke unter einander 
die Potentiale confocaler Ellipsoide, welche nach demselben Gesetze 
mit der Masse in belegt werden, in demselben Punkte O. Sind 
i4,, ^, , C,, wo A^> B^> C, sei, die Halbaxen irgend eines be- 
stimmten unter ihnen, so hat man 



*) Theorie der Anziehnng eines Ellipsoides. 
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oder, was dasselbe ist, 

Setzt man die obenstehenden Differenzen gleich u, also 

so erhält man alle dem gegebenen confoealen EUipsoide, wenn man 
u alle Werthe von — CJ an bis oo darchlaufen lässt. Dem ge- 
gebenen Ellipsoid mag der Werth u = fi, entsprechen. 

Wir gehen nnn von dem gegebenen Ellipsoid mit den Axen 
A, B, C zu einem unendlich nahen über, yariiren also v, oder dif- 
ferentiiren y nach u. Alsdann hat man zu setzen 



.dA dB _ dC 



und erhält 



du 



~ yj r' lA' r ^ B* r ^ C r J 



Integrirt man anstatt über die Eugelfläche wieder über die Fläche 
des EUipsoides, führt also do statt dm ein, so entsteht 

wo (r, JV) den Winkel bezeichnet, welchen der von = [o, b, c] 
nach [x, y, &] gezogene Badiusvector mit der äusseren Normalen 
N in [x, y, »] bildet Durch sehr bekannte einfache Mittel weist 
mau nach, dass der Werth des Doppelintegrales oder 4rr sei, je 
nachdem ausserhalb oder innerhalb des EUipsoides liegt, so dass 
mau im ersten und resp. im zweiten Falle hat 

~dir "" ' du ^ ABC * 

Hieraus folgt zunächst, dass y, unabhängig yon den Coordinaten 
a, b, c ist. Da nämlich y. Null sein muss, wenn die Masse 4rr 
tiber ein Ellipsoid mit unendlichen Axen yertheilt wird (weil y« 
dann das Potential einer endlichen Masse ist, die unendlich entfernt 
von liegt), also Null ist für u = oo, so giebt eine Integration 
von u = ti, bis tt = oo 

du 



'• = 2«/ 



f(u + A*)(u+B]Xu + ü]) 
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Wenn man die unmittelbar gegebenen Azen A, B, C einführt, so 
erhält man daher als Ausdruck für das Potential y« einer Masse 
4n, mit der die Oberfläche des EUipsoides 

nach der Vorschrift belegt ist, im inneren Punkte [a, b, c] 

du 



U = 2nf 



^ ^A'+u^B'+uyC^+ii ' 

also einen von a, b, c unabhängigen Werth. 

Als Resultat der bisherigen Untersuchungen findet man die 
beiden Sätze, welche unsere Aufgabe wesentlich erledigen: 

d) Das Potential y» eines festen in der yorgeschriebenen Art 
mit Masse belegten Ellipsoides ist in allen inneren Punkten 0. 
dasselbe. 

6) Das Potential y« ist für alle confocalen., nach dem an- 
gegebenen Gesetze mit Masse belegten Ellipsoide in demselben 
festen äusseren Punkte dasselbe. 

Aus d) folgt, dass y» dasselbe bleibt, wenn auch in den Mittel- 
punkt des Ellipsoides rtlckt. Daher ist 

düf r r dm 






wo man auch setzen kann da = sin dddfp. 

Aus 6) folgt, dass Ya dasselbe ist, wie das Potential eines 
durch den Punkt Oa gehenden, dem ersten confocalen ElUpsoides. 
Die Halbaxen desselben seien $1, 99, @. Indem f&r dieses der 
Punkt Oa als Grenze des inneren Punktes 0» angesehen werden 
kann, da femer das Potential y im Räume überall continuirlich 
bleibt, so ist y« in Oa gleich dem Werth des Potentials des Ellipsoides 
mit den Axen $1, 93, @ in einem beliebigen Punkte seines Innern. 
Daher ist das Potential der ellipsoidischen Fläche mit den Halb- 
axen A, B, C, im äusseren Punkte [a,b,c] 

dm 



■' =// 



wenn 91, SB, Q, aus A, B, C durch die Gleichungen 
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berechnet werden^). Das Integral nach ra ist wie oben über die 
ganze Engelfläche zn nehmen. 

Ganss sucht aus diesen Formeln nicht das Potential selbst 
auf, sondern eine Gomponente der Anziehung. Die Rechnung ge- 
staltet sich in dem letzteren Falle viel einfacher, indem sich in 
demselben die doppelte Integration ausfahren lässt. Um das Po- 
tential eines vollen EUipsoides direkt zu finden, könnte man aller- 
dings noch weiter dem Wege folgen, den Gauss einschlägt, um die 
Gomponente zu finden (mit selbstverständlichen Modificationen), 
wobei man nur, statt des vorstehenden Doppelintegrals, fllr Va 
den Werth 

du /** au 



/* Ott r 



, »/»•+« [W+u^&' + n ^ ^r-{-u]^B' + u^C' + n 

setzt, wenn die Grenze u die grösste Wurzel der obigen kubischen 
Gleichung (a) bezeichnet. Im weiteren Verlauf, wenn es sich nicht 
um die Anziehung sondern um das Potential des ganzen, 
vollen EUipsoides handelt, hat man die Grenzen nach der Formel 

/b ry pb rb 

3yJ K^> y)Sx =J dxj f(x, y)dy 

a a X 

umzukehren. 

Wir folgen aber Gauss, und suchen die Anziehung auf. Wir 
Hchliessen dazu aus dem Vorhergehenden, dass die Anziehung der 
Fläche auf einen inneren Punkt Null ist; die Gomponente X der 
Anziehung im äusseren Punkte O« = [a, b, c] nach der Richtung 
der X wird aber durch die Formel gegeben 

jf=^ = _.//rf.9?! .„.öSB' .ö6n d» 

da Vy \r da ^ ' da ^^ ö« J(3l'§HSBV+^'^0^ 

Bei der Differentiation nach a ist, wie (a) zeigt, nur u mit a ver- 
änderlich, nicht A, B, C. Daher ist 

Ö31' _ d^ _ m\ _ du 
da da '^ da da 

Der Factor unter dem Integral, welcher sich in den eckigen Klam- 

du 

mem befindet, ist also -^ und tritt vor das Integral als Gonstante. 



^ Man hat für u die grosste der drei Wurzeln der cnbischen Gleichung zu 
nehmen. Die beiden anderen würden Hyperboloiden entsprechon, welche durch [a, 6, r] 
gelegt werden. M. vergl. I. 17. 
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Feraer giebt die Differentiation von (a) 

man findet also 

a 1 /*/* des 



j* JJ r9KV 



«4 -r sg4 -r g4 



x= - 



Der vor dem Integrale stehende Ansdmck ist, abgesehen vom Vor- 
zeichen, nichts anderes als das Produkt aus der Entfernung e des 
Mittelpunktes von der Tangentialebene im Punkte [a, b, c] an das 
EUipsoid mit den Axen 91, S3, (S, und aus dem Cosinus des Winkels, 
den die im Punkte [a, b, c] nach innen gezogene Normale mit 4er 
Axe der X bildet, d.i. — cos(JV,X), wenn N die nach aussen ge- 
richtete Normale bezeichnet. Das Integral selbst ist 4ji dividirt 
durch aSBß. 

Zum Beweise beschreibe man einen unendlich kleineo Kegel vom MiUel- 
punkte des Ellipsoides als Scheitel. Dieser schneide auf der Oberfläche des 
Ellipsoides ein Element ds heraus, auf der Kugel dm. Dem Elemente ds 
gehöre ein Punkt [;r, Xjf g] ^°' ^^^^ Elemente dm, wie früher, ein Punkt 

Der körperliche Inhalt des Kegels mit der Basis dm auf der Kugel resp. mit 
der Basis d8 auf dem EUipsoid ist resp. 

der kubische Inhalt des ganzen Ellipsoides ferner gleich SI93@ mal dem der 
Kugel, d. i. gleich — — -8UB6; also 



Man hat 
woraus folgt 






/ f w' f \ 



Setzt man den hieraus sich ergebenden Werth für r in das Doppel integral eio, 
und vertauscht ^, S3> @ mit ihren Reciproken, setzt also S~' statt 9, etc.. 
so erhält man 

dm An 



f/v 



(a'r+ ^y^ 6'C')* ^®^ 

Man hat also das Resultat: Belegt man eine ellipsoidische 
Fläche, deren Halbaxen A, B, C sind, auf die vorgeschrie- 
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bene Art mit Masse 4n, so ist die Anzielrnng der Masse 
auf den Punkt [a,b,c] Nall, wenn er ein innerer ist. Ist 
er ein äusserer, so wird die Anziehung auf denselben 

wenn man setzt (S. 151, 6) 

1 a^ . b' . c' 



— flr4 I «4 I 



e' ~ a* ^ SB* ' e* 
Für die X-Componente der Anziehung erhält man also 

Aan 1 



X = - 






Hier ist 






Legt man zu dem Eilipsoid mit den Axen A, B, C ein unend- 
lich nahes ähnliches mit den Axen A-{-dA, B-^-dB, C-f dC, wo also 

dA:dB:dC= A:B:C, 
and f&llt den Raum zwischen den beiden mit homogener Masse, 
80 ist das Potential dasselbe als ob man die gegebene Fläche nach 
dem frttheren Princip mit Masse belegt, aber nicht, wie früher, die 
Masse An sondern 4ndlogA über die Hülfskugel ausbreitet Es 
liegt nämlich auf dem Elemente do der Oberfläche des EUipsoides 
mit den Axen A, B, C nicht wie früher die Masse da, sondern 
qdo, wenn q das Stück der Normalen auf dem Elemente do be- 
zeichnet, welches durch das Eilipsoid A-^-dA, B-\'dB, C+dC von 
ihr abgeschnitten wird. Sind x, y, s die Goordinaten eines Punktes 
von do, so sind 

aj4-^cos(X, JV), y + ^co8(F, iV), ä-|-^cos(Z, A^) 
die Goordinaten des Endpunktes des Perpendikels, welche auf dem 
zweiten Eilipsoid liegen; man hat also 

( x+QCOB(X,N) \' (y + ecos( y,iV) Y / M- (^co8(Z, N)\' _ 
V A'\-dA J^\ B + dB y^\ C^dC ) ' 
und wenn man die unendlich kleinen Grössen zweiter Ordnung 
Temachlässigt 

r^cofl(X, ^) yco8(y, N) gcoB(Z,JV)"| _ dA^ 
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Setzt man für die Cosinus ihre Werthe und reducirt, so wird er- 
halten 

^ 1 dA 



^ Ä* ^ B* ^ C* 

also nach § 45 

Qdo = — — da ABC, 

Daher wird die X-Componente der Anziehung der homogenen Schale 
mit der Dichtigkeit 1, welche durch zwei unendlich nahe ähnliche 
EUipsoide mit den Axen A, B, C und A-\-dAy etc. begrenzt ist, 
auf einen äusseren Punkt gleich dem Produkte des obenstehenden 
Werthes X mit ABCdXo^A, auf einen inneren Punkt aber Null. 



Es liege ein homogenes Ellipsoid mit den Halbaxen a, ßy y vor; 
die Anziehung desselben auf einen äusseren Punkt a^ b, c soll be< 
stimmt werden. 

Man theile dazu das Ellipsoid in unendlich viele ähnliche, 
deren Halbaxen A, B, C sich zu einander verhalten wie a:ß:y. 
Nach dem Obigen wird dann die Componente 3 der Anziehung 
des ganzen Ellipsoides, welche parallel der Axe der X gerichtet ist, 

S = f'xABCdlosA. 



Um dieses Integral in eine übersichtliche Form zu bringen, drfieke 

man sämmtliche Veränderlichen durch eine neue s aus, indem 

man setzt 

u 8 

Die neue Veränderliche s hängt dann mit A durch die Gleichong 

^^ • • • a»+* ^ ß'+8 ^ f+s a« 

zusammen, in welche sich (a) verwandelt, wenn man berücksichtigt, 

dass man hier durch ähnliche EUipsoide hindurchgeht, dass sich 

also verhält 

i4:B:C= a:ß:y. 

Ferner hat man dann 

a p y 
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und durch Differentiation von (ß) 

^ dlogA _ g' r g' , 6' , c' 1 

^ ds '' A' i(ix'+sy "^ (ß'+sy "*" (/+ sy J ' 

Berücksichtigt man noch, dass fär il = man wegen (ß) zu setzen 
hat j = oc, für A = a aber s gleich der grössten Wurzel a der 
Gleichung 

a* 6' c' 

80 giebt die Einführung von s in den Ausdruck für S das Resultat: 
Die Componente S der Anziehung eines Ellipsoides mit 
den Halbaxen a, ß, y, welche parallel der Axe a ist, auf 
den äusseren Punkt [a, b, c] wird durch die Gleichung ge- 
geben 

wenn die Dichtigkeit des Ellipsoides gleich 1 gesetzt ist. 

Bis hierher folgte ich dem Vortrage von Gauss. 

Da die Anziehung einer Fläche, die in der S. 154 rorgeschrie- 
benen Art mit Masse belegt war, also auch einer .unendlich dünnen 
homogenen Schale, die von ähnlichen Ellipsoiden begrenzt wird, 
auf einen inneren Funkt Null ist, so gilt dasselbe für eine solche 
Sehale von endlichen Dimensionen. Berücksichtigt man, dass a in 
(y) Null wird, wenn l/i^b^c] auf dem anziehenden Ellipsoid selbst 
liegt, so ist klar, dass der obige Ausdruck fttr B auch dann noch 
die Anziehungscomponente eines vollen (homogenen) Ellipsoides 
darstellt, wenn der Punkt [a, b, c\ nicht ausserhalb, sondern auf 
der Oberfläche oder im Innern des vollen Ellipsoides liegt, voraus- 
gesetzt, dass man dann a = setzt 

In diesem Falle findet man leicht Dirichlet's Ausdruck fttr 
das Potential V des Ellipsoides in \aib,c\. Setzt man 









80 ist die Anziehungscomponente S des homogenen Ellipsoides mit 
den Halbaxen a, ß, y im Punkte [a^ fr, c] , der inmitten der Massen 
liegt, gleich — 2aA. Aehnliche Ausdrücke — 26/u und ~2ci' findet 
man für die beiden anderen Componenten ff und Z. Da X^ fi, v 

Heine, Ajiwenduogeu der Kugelfoiictioneo. 2. Aufl. 11 
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die Bachstaben a, b, c nicht mehr enthalten, so ergiebt die Inte- 
gration dieser drei Gleichnngen 

= — 2al, -^f- = — zbf^, -^ — = — 2cy, 



da ' db ^^ de 

fbr V den Ausdruck 

wo € eine Constante bezeichnet, welche man bestimmt, indem man 
a = b = c = setzt. Hieraus folgt, dass e das Potential des vollen 
EUipsoides im Punkte [0, 0, 0] , d. i. im Mittelpunkte ist. Theiit 
man das EUipsoid in unendlich viele ähnliche, so ist (S. 160) das 
Potential einer unendlich dünnen Schale, welche durch Ellipsoide 
mit den Halbaxen A, B, C und A-\-dÄy B-{-dB, C+dC begrenzt 
wird, gleich dem Produkte von BCdA mal dem Potential der Ober- 
fläche des kleineren EUipsoides, welche auf die früher angegebene 
Art mit Masse belegt wird. Dies Potential in dem inneren Punkte 
[0, 0, 0] war aber auf S. 156 gefunden; man nannte es dort v,. 
Setzt man den Werth ein, so findet man sofort 

BCdu 



= 2-/"öV^ 






wenn A:B:C = a:ß:Y' Setzt man a*u = A*t, so geht die vorige 
Gleichung flber in 

' r- 

Man hat also als Potential des inneren Punktes die bekannte Formel 

Vertauscht man die untere Grenze mit a, so ist der vor- 
stehende Ausdruck gleichfalls das Potential, aber im äusseren 
Punkte a, b, c, da er, nach a, b, c differentiirt, offenbar die früher 
gefundenen Werthe der Gomponenten E, H, Z giebt und sich in 
verwandelt, wenn der Punkt [a, 6, c] in*s Unendliche rückt. 

§ 47. Aus dem Werthe, welehen das Potential eines beliebig 
mit Masse erfüllten EUipsoides resp. seiner mit Masse belegten 
Oberfläche auf der Fläche selbst annimmt, kann man das Potential 
im massenfreien Baum ermitteln. In der That zeigen die Formeln 
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für ZW im § 45 S. 149—150, dass im n**" Gliede in der Entwicke- 
lung des Potentials nach Kugelfunctionen, zunächst im äasseren 

Raum, der Factor von P^^\üOBff)eoBxilf die Form annimmt 

m=0 

wenn die p Constante (nach q, 0, tfj) bezeichnen. Diese sind so zu 
bestimmen , dass der vorstehende Ausdruck f&r ^ = t mit dem 

Werthe übereinstimmt, den der Factor von pS'^(cosö)cosxi^ aus 
der Entwickelung des gegebenen Potentials in der Oberfläche erhält 
Äehnlich verhält es sich mit dem Gliede, welches sinxi^ und u 
statt cosxi^ und ü enthält. Stellt man die Formeln zusammen, so 
erhält man das Resultat: 

Das Potential der Masse eines mit Masse erfüllten Ellipsoides 
oder derjenigen Masse, welche auf seiner Oberfläche ausgebreitet 
ist, sei in dem Punkte (r, 0, %p) auf der Fläche selbst gleich f(fl, ip) 
gegeben. Nach Kugelfunctionen entwickelt sei 

OD n 

f(d,ip) = Z 2:'a?^'^"*(co8Ö)co8«v»(j.co8x^ + 9,8mjo;»), 

fi=0 jc=0 

wo g und g (bekannte) Constante bezeichnen (die auch den Index 
11 enthalten). Alsdann ist das Potential im Punkte Oa = (^> 0, tp) 
des äusseren Raumes 

(14) ... v = JZW, 

zw = 1 a?'it> (C08Ö) fcosxi^ i' p™ ü^r\Q) + »inxtf, £ )f„,u^f>(A. 

Hier hat man die Summen nach m nur über solche m zu nehmen, 
welche dem x gleichartig sind. Die p und p sind solche 2n-\-l 
Constante, welche durch vier Systeme von linearen Gleichungen 
bestimmt werden. Sind nämlich m und x solche Indices, dass 

W» = «* X ^ II, 

so bat man die Systeme 

wenn für einen geraden Index x nur Über gerade m , von m = 
incl. an (g^ ist offenbar Null), für ein ungerades x nur über un- 
gerade m summirt wird. 

Für das Potential im Punkte 0» = (^, 0^ tp) des inneren Raumes, 
wenn die Fläche mit Masse belegt oder der äussere Raum erfüllt 

11* 
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ist, findet man die Fonneln, welche au8 den vorstehenden sieh 
ergeben, wenn in ihnen überall ü nnd u mit W und u> vertauscht 
werden. Jedes Glied Z^*^ des Ausdrucks ist eine ganze Function 
der rechtwinkligen Coordinaten von 0« (§ 45, Anmerk.)* 

Ist im speciellen Falle das Potential v in jedem Punkte 0^ der 
Oberfl&che eine ganze Function eines gegebenen, des n^° Grades, 
der rechtwinkligen Coordinaten von 0^, so bleibt es in den Punkten 
0« eine solche der Coordinaten von 0^, die sich vollständig angeben 
lässt, und in der keine Integration unausgeführt bleibt. In den 
Punkten Oa kommt allerdings daneben eine transcendente Function 
von Q vor; es wird v« von der Form A+BJ, wenn A, B ganze 
Functionen n^ Grades von cos^, sindcosv^, sindsint^^ rationale 

von Q, yp*— 6', |/^* — c^ sind, die sich fertig berechnen lassen, J 
ein elliptisches Integral erster und zweiter Art in Bezug auf q ist 
Die Methode und die wesentlichen Resultate der §43—47 
habe ich im 42. Bd. des Cr eile 'sehen Journals^) mitgetheilt 

§ 48. Wir lösen dieselbe Aufgabe, welche hier behandelt wurde, 
durch eine zweite Methode, nämlich diejenige, welche im § 38 an- 
gewandt wurde, d. i. mit Hülfe der Integration von Jy == 0. Statt 
der rechtwinkligen Coordinaten fhhrt man wie früher q, 0, tp, und 
statt 0, \p nach I, (58, a) andere fi, v ein, indem man setzt 

cosö = -~—, 
hc 



sindcosv^ = 



sindsini^ = 






Für das Linienelement auf dem EUipsoid erhält man in diesen 
elliptischen Coordinaten 

die Normalen auf den drei confocalen sich im Punkte q, f*, * 
schneidenden Flächen (I. 3öl) sind 

wo man zu setzen hat 



*) S. 70—82: Theorie der Anziehung eines Ellipsoids 
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sß> - (g'-O Qu'-O 
- (6»_„')(c'_y') 

Wendet man die Bezeichnung von I, § 87 an, so erhält man nach 
der dritten Methode I, § 71, S. 307 sofort die transformirte Glei- 
chung fbr das Potential 

d*v 3V d\ 

(15) . . . (q'-^')-^ +(e'-ti')-^ +(^'-»'')-||4- = 0, 

WO also €, C S elliptische Integrale der ersten Gattung sind. Die 
Aufgabe besteht darin, (15) so zu integriren, dass sich v IFbr ^ == r 
in eine gegebene Function f(0,tp) verwandelt, die man auch als 
Function von fi und v durch eine Function f[fA, y] dargestellt 
denken kann. 

Die gesuchte Function wird , wie im § 47 , nach Kugelfunc- 
tionen von und tff in die Reihe 

V = J; z(«) 

entwickelt. Z, als Eugelfunction, genügt der bekannten Differential- 
gleichung nach und tp, und diese, nach I. 354 in ju und v trans- 
formirt, giebt 

Multiplicirt man (a) mit Q^—fi^j summirt das Produkt nach n und 
zieht die Summe von (15) ab, nachdem man daselbst v mit 2Z 
vertauscht hat, so erhält man, zur Bestimmung der Ait wie q in 
Z eingeht, 

e'z(") ö'z(«) 

Das n^^ Glied des Ausdrucks unter dem Summationszeichen ist selbst eine 
ti}* Kugelfunction nach und xp, oder nach a und fi. Der Ausdruck zerfallt 
Dämlich in zwei Theile, deren jeder, in (a) für Z("> gesetzt, dieser Differential- 
gleichung genügt. Dies ist sofort klar für den Theii 

ila die Differentiation sich nur auf eine Gonstante (nach und tff), auf ^ 
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oämlicb, bezieht. Den anderen Theil 

setze man gleich u^ und bilde 



a«' ' ö? 

Berficksichtigt man, dass man hat 



* a» /3'2\ , , ... ,ö'z 



as' a«' V öc / ' ^ ■ "^ a^' 

so redudrl man den zu imlersuclienden Ausdruck auf 

d. i. auf Null. Fast ohne Rechnung erhält man dasselbe, wenn man berück- 
sichtigt, dass Z* nach I. 376 eine Summe von La m 6 'sehen Produkten, näm- 
lich von der Form 

ist^ wo die t Constante nach /u, v bezeichnen, welche q enthalten. Dies 
setzt man in u ein, dass sich nun, nach I. 359, in 

verwandelt; dieser Ausdruck lässt sich nach I. 376 in eine Summe von Kugel- 
functionen C und S umsetzen. 

Die Gleichang (6) moss daher noch gelten, wenn man das 
Sammenzeichen fortlässt. Wie ^ in Z eingeht, finden wir 

1) Nach Lamö^) auf folgende Art. Setzt man fllr Z die 
Summe (c), so giebt die ans (fr) hervorgehende Gleichung, 

dass der Factor von £«Ou)£,(y) fbr jedes einzehie « Null, dass 
daher t von der Form sein muss 

« 

Da V im Unendlichen Null ist, selbst und mit seinen Differential- 
quotienten nach jeder Richtung im leeren Räume continuirlich bleibt, 
so schliesst man wie im § 38, je nachdem ^ < r oder ^ > t ist, 
müsse resp, 9 = oder p = gesetzt werden. Zur sohliesslichen 
Bestimmung der Gonstanten p resp. q dient, wie in jenem Para- 
graphen, die Vergleichung der allgemeinen Function Z mit der^ 



•) Liouville, Journal de M. T. IV, 126—163. 
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welche sie auf der Fläche annehmen soll. So ergiebt sich das 
Resaltat: 

Man entwickelt den gegebenen Werth f(ß, tp) des Potentials 
in der Fläche nach Kugelfunctionen in die Reihe 

(16)... mtp) = f[M,v]==2:X(-\ 

und verwandelt jede Kugelfunction X^*> in eine Reihe von L am an- 
sehen Produkten 

(16, a) . .-. X(-) = ltff"^Bi"^(iu)B<"^(0. 

Das Potential im leeren Räume ist dann v = ^Z<"), wo je nachdem 
^ < r oder Q>x ist, ZW durch die erste oder zweite der folgen- 
den Formeln ausgedrückt wird: 



»=0 



JSi"^(r) 
Za ^£9s Es (ji)Es (,.)— p— , 

Aus I. § 98 weiss man, wie eine Entwickelung von f[ji, v] nach 
Lama' sehen Produkten vorgenommen wird. Unwesentlich ist, dass 
man f zuerst, wie oben, nach Kugelfunctionen entwickelt, und diese 
darauf nach den Produkten; hier geschah dieses nur, um darauf 
hinzuweisen, dass die Glieder, von f sowohl als auch von v^ sich 
zu Kugelfunctionen sammeln, und zwar nicht nur um im allgemeinen 
eine klarere Einsicht in das Resultat zu gewinnen, sondern auch, 
weil durch diese Art der Darstellung klar ist, dass Lamö nicht 
genöthigt war, ausdrücklich zu beweisen, v lasse sich nach den 
Produkten entwickeln.*) Die fertigen Ausdrücke für die g durch 
bestimmte Integrale findet man I. 380 — 381. Man theilt nämlich f 
in eine Summe von acht gleichartigen Ausdrücken (I. 377); ist einer 
derselben, wie dort, F(ji, v), so findet man als Goefftoienten g eines 
dem F gleichartigen L am ö' sehen Produktes 



^ In den Comptes rendns XX, 1386 sagt LiouTille: Non senlement cette 
Solution est bien plus simple que celle de M. Lam^, mais, en ontre, on peut 
ais^ment d^montrer la convergence des s^ries employdes, ce que M. Lam€ n'a pas 
mdme essay^ de faire, sans deute & cause de la complication de sa formule finale, 
qui ponrtant an fond doit revenir et revient en effet & la nötre. 
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wenn der constante in E vorkommende Factor so bestimmt wird 
(was auch im weiteren Verlaufe dieses Kapitels geschehen soll), 

dass das Doppelintegral ftr FQa, v) = Bi"^(fi)Ei"\y) gleich 1 wird. 

Diese Form der gewonnenen Lösung ftr unsere Aufgabe ist 
von überraschender Einfachheit; bei Anwendungen auf bestimmte 
Fälle wird man aber nur in den einfachsten Fällen fertige Resultate 
gewinnen, nicht einmal dann, wenn f eine ganze Function der recht- 
winkligen Coordinaten in der Oberfläche von irgend einem in Zahlen 
gegebenen Grade über 7 ist. Denn der Grad der Gleichungen, deren 
Auflösung zur Aufstellung der E erforderlich ist, überschreitet in 
diesem Falle schon 4. Man weiss aber aus der oben im § 47 ge- 
fundenen Form der Lösung, dass diese Wurzeln aus dem Besultate 
entfernt werden können und dass es genügt, Systeme nur von 
linearen Gleichungen aufzulösen. Dies ist der Vorzug der aller- 
dings weniger eleganten Form (14) der Lösung. 

2) Wir wollen schliesslich auch die frühere Form der Lösung 
(§ 47) durch die Methode dieses Paragraphen, durch die Integration 
von ^/y = ableiten, wie es zuerst ausführlich im 29. Bde des 
Cr eile 'sehen Journals geschah.*) In den wiederholt Torgekom- 
menen Ausdruck 

s = co8^co8jyH-8inösini/co8(i/^ — öl) 
führe man, wie I. 379, statt 6, ^ die elliptischen Coordinaten fi, v, 
statt f] und (o aber q und eine neue Grösse a ein, welche zwischen 
b und c liegt, durch die Gleichungen 

<H>8i7 = -f^, 8mi7Coscu = .~^_=— , 

8ini7smctf = t-^-^^ — ; — -^ — , 

so dass CO817 grösser als 1, und w reell ist. Beide Functionen P^*^(i) 
und 0(»>(ä) genügen der Gleichung (a), zugleich aber, weil » nach 
V und Q symmetrisch ist, auch (6). Die Function mit 2n+l will- 
kürlichen Gonstanten, welche den beiden Gleichungen (a) und (6) 
gleichzeitig, ferner überall den Bedingungen der Stetigkeit und End- 
lichkeit genügt, ist wie aus 1) hervorgeht 

(rf)... 2;gi''^E!:\Q)Ei''\fA)E^:\vi 



*) S. 185 — 208: Beitrag zur Theorie der Anziehung und der Wärme. 
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während die Funetion mit ebenso . vielen Gonstanien, die flir ein 
eadliehes q unendlich wird, im Unendliehen Nall ist, ans der vor- 
stehenden dorch Vertausehung von £(^) mit F(q) entsteht. Um 
die früheren Resultate hier wieder zu gewinnen, haben wir daher 
nur zu zeigen, dass je eine Funetion mit denselben Eigenschaften 
dieselbe Form hat, welche § 47 aufweist Wir suchen nun die 
im Endlichen endliche Function auf. Dazu setzt man P("^(9) in 
die Form 

*=0 

Man mache 



cosv = — 1=^- , smv = 



der Ausdruck I. 355 von Cf^\Q,s] wird dann, bis auf einen con- 
stanten Factor, (cf. § 44, S. 141) gleich 

a« ^'cosmvfF/'^C^). 



m=:ü 



Bildet man also das Integral 

/3» dv 

/X-)(;5)0(«) .^ , 



wo ö(t;) eine Funetion von der Form 

4-/Jj sin !; + ••• + /?» sin nv 

mit 2it-|-l willkürlichen Constanten a und ß ist, so wird dasselbe 
die gleichen Bedingungen wie (ß) erfüllen und von der Form sein 
wie der Ausdruck Z("> im entsprechenden Falle des § 47 , nämlich 
von der Form 

ZW = Jl^"^(co8Ö)[costV'-:^Pm»'i'"\?) + 8in^i/;:S|),„ttjl'"^(ß)]. 

Dies ist also dfe Lösung mit 2n-]-l Gonstanten, in der die Con- 
stanten (§ 47) so bestimmt werden, dass die Function für ^ = r den 
{gegebenen Werth annimmt. 

Durch ein ähnliches Verfahren ermittelt man in dem Falle 
^ > r die im § 47 aufgefundene Form von Z^^ indem man den 
Aasdruck von OW(ä) zu Grunde legt. 

§ 49. Die Integration der DiiQferentialgleichung z7v = mit der 
noch Nebenbedingungen zu verbinden sind, geschah für alle drei 
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Körper, ttber welche in diesen drei Kapiteln gehandelt wurde, auf 
ähnliche Weise, nachdem einmal die geeigneten particulftren Inte- 
grale, erster und zweiter Art, gefanden waren. Diese sind 
für die Kugel: 

p*/^"^(cosö)cos*^, ^"/^*^(oosö)sin«^, 
^-«-1 /j(») (ßQg 0^ ß^g y^^ ^-*-i fj*^ (cos 0) sin v\p ; 

für das Botationsellipsoid 

i^"^(^)/^*^(cosö)co8«t^, Pf*^(^)fJ"^(eo8Ö)sin^, 

Of"^(?)ff*^(cosö)cos*V', (?i"^(?)/^"^(co8Ö)sin«V; 

für das ungleichaxige EUipsoid, wenn man sich der Lame'- 
schen Functionen bedient. 

Im letzten Falle herrscht also bei einer Gruppe vollständige Sym- 
metrie, indem nur eine Art von Functionen auftritt; jedenfalls kommt 
in diesem Falle nur eine Gattung von Functionen, die Lam^'sche 
Function vor, während in den vorhergehenden bei jedem Gliede zwei 
oder drei verschiedene Functionsgattungen, Grenzwerthe der £, auf- 
treten. Da wo man bei dem Falle des dreiaxigen Ellipsoides es 
zweckmässiger findet, statt der £ und F (welche die Wurzeln höherer 
Gleichungen enthalten, s. o.) die Functionen V, u, FT, w aus §44 
einzuführen, muss man auch für die Lösung des letzten Falles die 
Symmetrie aufgeben, und hat dann, für jedes n, folgende 2it-)-l 
particulären Integrale: 

£ »'i"'^(c)fi"^(oo8Ö)eo8»t/', i?wJ'"^(^)i^"^(eoBÖ)ßm*^,- 



2 üi*">(e)f<")(ooBÖ)co8«v, ^«i"'^(e)i^"'(co8Ö)Bm«V» 

in denen nt Werthe von bis n annimmt 

Liouville deutet in seiner obenerwähnten Arbeit ans den 
Comptes rendus, die etwa gleichzeitig *) mit meiner im 29. Bd. von 
Grelle 's Journal veröflfentlichen Arbeit erschien, ein Verfahren zar 
Integration von ^ == 0, wenn ^ < r ist, an ohne es aber weiter 
durchzuführen ; das Verfahren ist nur auf diesen Fall berechnet und 
nicht mehr anwendbar für das Potential des äusseren Punktes ^ > f- 
Liouville will nämlich unser ZW als die ganze Function der recht- 



*) M. yergl. die Bemerkung im I. Bd. des Handbachs S. 384. 
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winkligen Ooordinaten vom Grade n, aufsuchen, welche der Glei- 
ebung ^:/y = genügt und an der Begrenzung in eine gegebene 
ganze Function übergeht, und zwar in die Kugelfunction vom 
Grade n, welche der Entwickelung von f(6, %p) nach Kugelfunc- 
tionen angehört. Eine Regel für die Ausführung der Operationen, 
also eine bestimmte Methode um diese Function zu finden, welche 
bereits im 29. Bd. d. Crelle'schen Journals entwickelt wurde, ist 
in den Comptes rendus nicht angegeben. 

Mit Hülfe der Functionen E und F nimmt die Entwickelung 
der reciproken Entfernung zweier Punkte T, in elliptischen Goordi- 
naten, eine einfachere Gestalt an als im § 44, eine ähnliche wie 
sie im vorigen Kapitel, bei den Untersuchungen über das Rotations- 
ellipsoid, für die dort benutzten Ooordinaten erhielt. Auch für die 
Green'sche Function, für die bei derselben auftretende Dichtigkeit, 
dort x^ genannt und für die mit 6 verwandte Function, die im 
ersten Kapitel S. 92 durch den Buchstaben F bezeichnet war, findet 
man ähnliche Formeln wie im § 40, deren Aufstellung nicht den 
geringsten Schwierigkeiten begegnet. Die letzteren Entwickelungen 
Übergehe ich hier und handele nur noch über T, die reciproke Ent- 
fernung der Punkte (q, 6, \p) und (a, jj, w) von einander. 

Wie statt und ^ elliptische Ooordinaten pi, v eingeführt wer- 
den, so führt man hier noch ^,^ v^ für 37 und oi ein; ferner sei 
a < ^, und cosy = cos cos ij + sin ö sin ij cos (v — cw). Man entwickelt 
T nach Kugelfiinotionen von d und 1/; in die Reihe 



«=0 



wo Z^*> von der Form ist 



J^")^*)(^)E(«)(,,)^ 



und V nur ^, c^ ju^ und v, aber nicht /u und v enthält. Diese Summe 
setze man in die Gleichung JT = ein, welche man in die Oo- 
ordinaten ^, V, Q transformirt hat, also in die Gleichung (15), nach- 
dem dort V mit T vertauscht ist. Dadurch erhält man nach einer 
einfachen Transformation (I. 361) 

Hieraus folgt, dass diese Gleichung auch ohne das Zeichen 2, d. i. 
Ar jedes n und $ bestehen muss; daher muss der in der Paren- 



'{^^-i<»+^)Q'-(^'-^'^>o]vi']E!:'(ji)Bf:\v) = 0. 
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these {} stehende Ausdruck für sich Null sein. V muss daher die 
Form haben 

darf aber £ nicht enthalten, weil T, folglich Z, folglich V{\1t q = x 
Null sein muss. Daher hat man a gleich Null zu setzen, und man 
findet, dass Z^") in Bezug auf f^, v, q die Form hat 

$=0 

Es ist T symmetrisch in Bezug auf ^ und jti, , auf v und v^ , auf q 
und a; in der Differentialgleichung für T lässt sich also ^ mit (r 
vertauschen, und Z erhält daher die Form 

in der aber 6 Null zu setzen ist, weil T für a = c endlich bleiben 
muss. Aus der Symmetrie von T in Bezug auf /u und ^j, auf v und 
v^ beweist man endlich, wie in den ähnlichen Fällen in den vorigen 
Kapiteln, es müsse Z die Form haben 

wenn g eine numerische Gonstante vorstellt Um diese zu be- 
stimmen, lässt man q und a zugleich unendlich werden, aber so, 
dass ihr Verhältniss q : a endlich bleibt und gleich ist 1 : r. Als- 
dann wird 

yl— 2rcosy + r* 
Hieraus ergiebt sich 

i^(cosy) = Ji^,Ei-^(iu)£i->W£j-)(^JEl")(^). 



Vergleicht man hiermit die Formel I, (73), so findet man 

n 

Man hat also das Resultat: Die reciproke Entfernung der beiden 
Punkte (Qifiyv) und (o,/ä^,v^) lässt sich in eine Reihe von Kugel- 
functionen entwickeln, die man im § 44, Gleich. (12) findet, und die, 
in L am 6 'sehe Functionen umgesetzt, giebt 

wenn o <q, und der constante Factor von £ so bestimmt iBt, 
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dw8 man hat (I. 380) 



Will man diese Formel anwenden, um das Potential zu finden, 
wenn die Dichtigkeit gegeben ist, die Masse möge den Körper er- 
f&IIen oder auf der Oberfläche ausgebreitet sein, so verfährt man 
wesentlich wie im § 45, I und ü. Man hat das Element der Masse 
dann nicht nur nach Eugelfunctionen zu entwickeln, sondern diese 
in Lam6'sche Functionen umzusetzen. So würde man unter I, 
weil das Element des Volumens im Punkte (q, 0, tp) oder (q, fi, v) ist 

statt des dortigen Ausdrucks,' für das Massenelement setzen 

and dann kB in die Reihe der K entwickeln. In dem speciellen 
Falle des § 46, wo die Dichtigkeit constant, nämlich k = 1 gesetzt 
ist, reducirt diese Reihe sich selbstverständlich auf zwei Glieder 
K^^^ und K^^\ so dass der bekannte Ausdruck für das Potential eines 
homogenen EUipsoides im äusseren Raum bei dieser Art der Dar- 
stellung sich aus drei Functionen £(*) und eben so vielen F(*>, näm- 
lich je einer für n = und je zweien für n = 2, zusanmiensetzt. 
Der Ausdruck des Potentials im inneren hohlen Räume enthält nur 
die drei Lam^' sehen Functionen der ersten, nicht die der zweiten 
Art. Wir unterlassen es, die Rechnung auszuführen, die hier vor- 
kommenden Functionen £(^>^ F<^^ £(^), P<^^ zusammenzustellen und 
das Resultat dann so zu transformiren, dass es in den schon früher 
(S. 153 u. 162) gewonnenen Ausdruck für das Potential eines homo- 
genen EUipsoides übergeht. 



Yiertes KapiteL 

Der Cylinder. 

§ 50. Bei der Uebertragung der Untersuchungen aus den 
vorigen drei Kapiteln auf solche Cylinder, deren Directrix ein 
Kreis oder eine Ellipse ist, auf denen die erzeugende Gerade 
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senkrecht steht, treten statt der Eugelfanctionen, oder allgemeiner 
statt der Lama 'sehen Functionen, die Functionen auf, zu welehen 
man von ihnen durch einen Uebergang zur Grenze gelangte, *) näm- 
lich die Gylinder-Functionen, im speciellen Falle die durch J und 
K bezeichneten (I. § 42), im allgemeinen die des elliptischen Cjlin- 
ders e und % (L § 103). 

Wir behandeln zunächst den Ereiscylinder und beginnen mit 
der Entwickelung von T, der reciproken Entfernung zweier Punkte 
[^y Vj ä] und [a, 6, c]. Für die rechtwinkligen Coordinaten 6, c, y, s 
führen wir andere s, w, r, ifj ein und bedienen uns folgender 
Bezeichnungen: 

y = rCOS^y b = SQOBW, 

» = rsinV', c = 58ino>, 

gH» = (y-6)»+(a-c)' = r»~2r*cos(V/ -«) + »', 
fi» = gli>^.(aJ-a)^ 7Ä = 1. 

Nach dem Fouri er 'sehen Satze hat man 

T= — / cosl(x — a)dl/ 

Aus I. 192 folgt, dass das Integral nach a die Cjlinderfunction 
zweiter Art K(idiX) ist. 

Denn man hat 

1 _ 2 y du 

Nach Multiplikation beider Seiten mit eosaXda und Integration von bis oc 
wird die rechte 

A /"«« /"'_coiaXda_ _ /•- ,y„Ti.«i du 

Setzt man hier noch u = — tSfisintt;^ so verwandelt sich das Integral auf der 
Rechten in K(idtX). 

Entwickelt man diese Function K nach dem Additionstheorem 
I. 340, so findet man schliesslich, vorausgesetzt, dass « < r ist, 

(17) ... T = — J'cosy(v-«)/*"j^(ti*)/rXfAr)co8X(a?-a)5i. 





*) Diese Functionen treten anch, nach Herrn Mehl er 's Bemerkung, bei den 
Üntersnchnngen über das Botationsparaboloid auf. Vergl. das Osterprognunin. 
Elbing 1870. 
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Für manche Anwendangen, bei denen r zuweilen grösser, zu- 
weilen kleiner zu nehmen ist als 9, vertauscht man diese Formel 
besser mit der folgenden 

(18) . . . T = 2j'cosj'(i^- w)^ c+C'-«)^/„(ir)J;(ijr)dA, 



wo das doppelte Zeichen hier und weiter unten so zu verstehen 
ist, dass +(a?— a) positiv wird. Diese Formel gilt, im Gegensatz 
zur vorhergehenden, für jede Grösse von r und «, wird aber bei 
solchen Anwendungen unbequem, bei welchen ar — a das Vorzeichen 
wechselt. 

Man beweist (18), indem man von den Gleichungen ausgeht 

T= --/"— p^-^ = — pdq> r e^^^--)-^^^--^dl. 

nJ +Ci«>~ö) + tgtcosa) nJ \/ 

Kehrt man die Integrationsfolge um und setzt dann für das Integral von 
bis n seinen Werth JQSC) nach I. 192, wrendet endlich hierauf das Additions- 
theorem I. 340 an, so erhält man (18) unmittelbar. 

Man könnte auch (17) direkt in (18) fiberrühren, indem man K(j}^) 
in der Gleichung 



wdche nach I. 340 mit (17) übereinstimmt, nach («) in I. 197 {n ist dort 
auf der rechten Seite zu streichen) durch 

liJ(ji)dii 



r 



, /i*+-3ft'A 



] 



»Mtzt. Dadurch verwandelt sich T in 



' 

und dieser Ausdruck verschafft sofort (18), wenn man für das innere Integral, 
welches nach X genommen wird, seinen bekannten Werth setzt 

n -. , 



2s 

§ 51. Wir beschäftigen uns hier mit dem Potentiale eines 
geraden Cylinders, dessen Direotrix ein Kreis ist. Seine Axe sei 
die Axe der X Der Cylinder kann erstens in der Richtung der 
Axe sich nach beiden Seiten ins Unendliche, d.i. von a; = — 00 
sich bis a; = (x>, erstrecken, zweitens Yon endlicher Höhe 2h sein, 
nämlich sich ron a; = — A bis a; = A^ und drittens sich von einem 
endlichen Werthe von «, er sei a: = 0, bis a? = oo erstrecken. Die 
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Dichtigkeit der anziehenden Masse im Elemente dt, die k heisse 
sei eine Function der Coordinaten; diese Masse soll entweder ganz 
im Cylinder oder ganz ausserhalb desselben liegen. Das Potential 
im Punkte wird dann 



^ =/fß"^' 



wo die Integration über den ganzen Raum nur innerhalb des Cylin- 
ders oder nur ausserhalb desselben auszuführen ist. 

Das Potential in dem Falle, dass die anziehende Masse nach 
aussen und nach innen durch je einen Cylinder begrenzt wird, 
behandle ich nicht, da es sich aus den Potentialen voller Cylinder 
durch Subtraction zusammensetzt, gleichgültig, ob die beiden Cylin- 
der concentriseh sind oder nicht. Ein Interesse gewinnen die Re- 
sultate erst dann, wenn man die Aufgabe specialisirt, nämlich be- 
sondere Annahmen über die gegenseitige Lage der Cylinder oder 
über die Beschaffenheit der Masse macht. 

I. Die anziehende Masse liegt innerhalb des Cylinders. 
Die Coordinaten a, b, c oder a, s, (o sollen der anziehenden Masse, 
X, y, 9 oder x, r, tp dem Punkte angehören. Der Radius der 
Directrix sei r. Um die Convergenz der nachfolgenden Ausdrücke 
zu beurtheilen, bedient man sich der Formeln I. 247 — ^248 f&r 
Jy(oo) und Ky(oü). 

Erster Fall: Die Axe des Cylinders erstreckt sich von 
— oo bis cx). 

Berücksichtigt man, dass das Körperelement dt durch sdsdwda 
ausgedrückt wird, so findet man, wenn r>r, also ein äusserer 
Punkt ist, aus (17) 

—00 

2;'eoBv(yß — w)/ Jy(iX$)Ky(iXx)cosl(x—d)dJi. 



Man entwickele k im Punkte (a, s, w) in eine trigonometrische Reihe 

(19) ... Ä = JS'GOBvw.Cy(a, s)'\-»inpia.(S.y(a, «), 

wo C und 6 mit k zugleich bekannte Functionen von a und s be- 
zeichnen. Setzt man diesen Ausdruck in die Gleichung für F« ein* 
so zerfällt Va in die Summe zweier Potentiale; es ist nämlich 
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(20)... r„ = U,+Vla, (r>r), 
l/a = 4^'co8vi/;/ da/ QOBla^oBlxWdX, 

W = Ky(iXr)r J,(ihi)C^(a,i)sds, 



wenn U einen AuBdruck bedeutet, der aus CT 'durch Vertauschung 
der Cosinus mit Sinus und der gleichzeitigen von C mit 6 entsteht. 
Einer ähnlichen abkürzenden Bezeichnung bedienen wir uns im Fol- 
genden. 

Man übersieht leicht, welche Abänderungen diese Formeln er- 
leiden, wenn innerhalb der Masse des Gylinders liegt (0^). Als- 
dann ist 

(20, a)... F^=l/^ + U^, (r<r), 

wenn T^ ebenso aus W gebildet wird wie oben, man aber setzt 
W = Ky(lr%)f^Jr(iXs)Cy (a, 9)sds + Jy(lri)pKy(il$)Cy(a, 8)sds, 

r 

und n wie oben aus U entsteht. 

Zweiter Fall: Der Cylinder wird durch die beiden 
Ebenen m = h und x = — A begrenzt. 

Nimmt man in der Gleichung für U das Integral nach a von 
—h bis h, statt von — oo bis oo, so geben die beiden Formeln (20) 
das Potential für den vorliegenden Fall, nämlich die rechte Seite 
von (20) selbst giebt Va so lange r > r ist, und die von (20, d) 
giebt Va, so lange zwar r < r aber x absolut grösser als h ist. 
Wird r<r und — A<a?<A, so liegt der Punkt im Cylinder, und 
dann giebt die letztgedachte Formel das Potential V^y wenn auch 
hier nach a von — A bis A statt von — oo bis cx) integrirt wird. 

Eine andere Form für das Potential erhält man durch Anwen- 
dung von (18). Verfährt man wie im ersten Falle und setzt, wenn 
+x positiv und > A ist, 

W = c+^y^V^«Cv(a,«)öa, 
wenn aber — A < aj < A ist, 

—h X 

Hei D0, Anwendungen der Kugelfuuctioneu. 3. Aufl. 12 
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macht man ferner 

U = ^n£Q,Q^y\pf\bsf Jy(Xr)Jy(]is)Wdl, 



und wiederum 

F= U + VL, 

so wird V das Potential im äusseren Punkte Oa erstens immer, 
wenn +«?>*, zweitens, wenn zwar — Ä<ir<Ä, aber zugleich r>r 
ist. Hat man —*<«<* und zugleich r < r, so geht V in K^ über. 

Dritter Fall. Die Axe des Cylinders erstreckt sich von 
X = bis oo. 

Hat der Punkt eine positive Coordinate x, so kann man sich 
der Formeln des ersten Falles bedienen um F« und F^ zu finden, 
hat in denselben nach a nur von 0, statt von — oo an, bis cx) zu 
integriren. Ist aber x negativ, in welchem Falle immer ein 
äusserer Punkt wird, so liefern die Formeln, welche f&r den zweiten 
Fall, am Schlüsse, angegeben wurden, das Potential ¥„, nämlich 

Fa= l^a + Ua, (^ < 0); 

Ua = 2n£'(io»vtißJ sdsj Jy{lr)Jy(hi)i^dXj €r^Cy(a,s)da. 



§52. Beispiel. Wir wenden die im vorigen Paragraphen 

gewonnenen Ausdrtlcke auf den Fall an, dass die Dichtigkeit k der 

Masse constant, gleich 1 ist. Ein endliches Potential kann man in 

diesem Falle nicht erhalten, wenn die Axe des Cylinders unendlich 

ist, sondern nur im zweiten Falle, nämlich ftlr einen Gylinder von 

der endlichen Höhe 2h. 

Es liege ein Gylinder vor, dessen Direclrix eine beliebig gegebene in der 
Ebene YZ oder BC liegende Curve ist, dessen Erzeugende sich parallel der 
Axe X bewegt, der durch die Ebenen a? = A und x= — Ä begrenzt wird. 
Die Masse, die ihn erfüllt, sei von der Dichtigkeit k, und k eine Function von 
b und c, aber nicht von a. Alsdann ist das Potential in einem Punkte y, 3 
der Ebene der YZ, also z. B. im Punkte [0, y, z] 

V = 2y^log(Ä + ]^h' + (b - yy + (c - zy)do 

- ^JJk log }/(y=7y + (c-Äy rfo, 

wenn do das Element der Ebene YZ bezeichnet. Für ein unendliches k bal 
man daher 

V- 2 lo- h ffk do = - "iffk log y/Jb^Y^^c -T)' do. 
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Diese Grenzbetrachtung ist der Ursprung für die Einführung des logarithmi- 
schen Potentials — denn so nennt man die rechte Seite der vorstehenden Glei- 
chung nach Fortlassung des Factors 2 — geworden. Sucht man nämlich die 
Componenten der Anziehung, S, H, Z eines solchen unendlichen Cylinders auf, 
so ist die erste (offenbar) Null, die zweite 



a/ r k(b-y)do 



und ahnlich die dritte. Man erhält dieselben also durch Differentiation des 
doppelten logarithmischen Potentials nach x^ y und «. 

Da & = 1, so sind nach (19) alle C und @ Null, ausser C^, 
welches wir gleioh 2 zu setzen haben. Nimmt man, um die dop- 
pelten Vorzeichen aus den Formeln zu entfernen, x positiv, und ist 
erstens x>h, ^ wird 



Wegen der Differentialgleichung I. 189 fUr die J ist das letzte Inte- 
gral nach s, unbestimmt genommen, 

*" Ä» 5» * 
Nach I. 243 wird also 

r = 2r7i/V^»(6^-e-^*)J(;ir)J,(Ar)-^, (aj> A), 



und zwar ist dies Potential selbstverständlich ¥„; wenn aber zweitens 
80 liegt, dass — A < a; < A ist, der Punkt mag ein äusserer oder 
innerer sein, so findet man 

V = 2r7r/'*[2--e-^*(c^ + c-^)]J(ir)J,(>^0-^- 



Man bemerkt, dass ziF für diesen Werth von V Null oder —4^ 
ist, je nachdem der Masse nicht angehört oder ihr angehört, 
d. i. je nachdem r>x oder r < r. In der That verwandelt man 
nach I. 340, wenn man die Differentialgleichung der J benutzt, ^F in 

-4x7tf"j()Lr)JXJix)dL 



Dies Integral ist aber, wie Herr Weber (Koenigsberg) bemerkt 
hat*), gleich 0, wenn r > r, gleich — 4;^, wenn r < r, endlich —2n 
für r = r. 



*) Borchardt, J. f. Math. Bd. 75, S. 80: Ueber die Besserschen Func- 
tionen und ihre Anwendung auf die Theorie der elektrischen Ströme. 

12* 
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Den Werth dieses Integrals kann man aucb, ohne grosse Rech- 
nung, aus der Formel I. 443, (74) ableiten, die dazu dient, eine 
Function zweier Veränderlichen xir^ip) durch ein Integral auszu- 
drücken, nämlich aus der Gleichung 

Z(r,V) = -^y i-dlj sdij x(«.«K^)ö«. 



In derselben setze man x = 0, wenn r>r, und ;c = l, wenn r<\ 
ist. Die rechte Seite dieser Formel, welche durch Transformation 
des Fourier'schen Integrales entstanden ist, stellt selbstver- 
ständlich an den Sprungstellen von % — es wurde dies an 
der so eben citirten Stelle nicht ausdrücklich erwähnt, — das arith- 
metische Mittel aus den Werthen der beiden Ordinaten in 
jedem Punkte von Es wird also 



f^U(Xr)dxf'j(hi)sds, 



je nachdem r > r, = r, < r ist,* resp. 0, \^ 1. Setzt man fÄr das 
letzte Integral, das Integral nach «, seinen schon S. 179 angegebenen 
Werth, so geht das Doppelintegral in 

dl 



f J(lr)J,(lx) 





über, dessen Werth demnach der oben angegebene ist 

Wird h unendlich klein, so verwandelt sich der Cylinder in 
eine Kreisfläche, die in der Ebene YZ liegt, deren Mittelpunkt der 
Anfangspunkt, deren Radius r ist. Die Dichtigkeit der Massen- 
belegung ist 2h; dividirt man denjenigen Ausdruck dieses Para- 
graphen für F, welcher gilt, wenn +x positiv und grösser als h 
ist, durch 2hy und geht zur Grenze (A = 0) über, so findet man 
das Potential der Kreisfläche, welche mit Masse von der 
Dichtigkeit 1 belegt ist, 

dX 



V = 2xnf e^^J(lr)JXlx) 





Diesen Ausdruck hat Herr Weber in seiner oben erwähnten Ab- 
handlung S. 88 angegeben. Er genügt offenbar der Gleichang 
^v = 0, und wenn man nach den Normalen, d. i. nach +x diffe- 
rentiirt und dann x = setzt, so findet man (M. vergl. S. 64, No. 3) 
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dv . dv 



+ -§!- = -4^/ J(^lr)JXlx)dK, 



dn dn, 

* 

d. i. (s. oben) Null oder — An oder — 2n^ wodurch dieser Ausdruck 
Terificirt ist. 

Der Ausdruck für das Potential eines homogenen 
Kreises tritt gewöhnlich in einer einfacheren Form auf, 
nämlich als elliptisches Integral, so dass also unter dem Integral- 
zeichen eine einfache algebraische, und nicht wie 'oben, eine trans- 
ccndente Function vorkommt. Ich leite die Formel durch ein Ver- 
fahren ab*), welches, wie sich hier zeigen wird, noch anwendbar 
bleibt, wenn die Anziehung nicht nach den Quadraten der Ent- 
fernungen, sondern nach den n + l**" Potenzen derselben erfolgt, 
vorausgesetzt, dass n positiv und kleiner als 2 ist Den beson- 
deren Fall, dass j; = und zugleich r<r ist, d. h. der Punkt 
in den Kreis fällt, erledigt man, indem man ihn als Grenzfall des 
allgemeinen betrachten kann. 

Man hat bekanntlich 



ß- = 2mui«n/ 



V-'dl 



wir zeigen, wie man mit Hülfe dieser Gleichung 

ü 

wenn R\ da hier a Null wird, gleich a?'+9i' ist, in ein einfaches 
Integral transformirt. 
Man erhält 

'2/r du) 



ny = 2,Än\nnl X^-^dlJ sdsl 







die beiden letzten Integrale geben 



2nf 



J |/(X"3 + aj^ + r'' + *7-4r'5' 

Dies Integral bleibt selbst fbr il = endlich , da der Fall ausge- 
schlossen war, dass zugleich x = Q und r < r ist; es lässt sich be- 
kanntlich, selbst zwischen beliebigen Grenzen, ausführen und giebt 



*) Borchardt, J. f. Math. Bd. 76 S. 271—272: üeber das Potential eines 
homogenen Kreises. 
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nlog^l^-u), wenn man setzt 

Daher ist u die nicht negative Wurzel der Gleichung 

(iH^V+(i' + ^' + r''-r>-r' =0, 
und man findet fbr v den Ausdruck 

V = 2Bininnf V-^log(l+ u)dX. 



Man integrire durch Theile, und beachte, dass log^i-^- u).l*^ f)lr 
^ = und auch für il = oc Null wird. Denn 2 — n ist positiy und 
u endlich für ^ = 0. Für X = oo wird u unendlich klein, nämlich 
Vu = r', also 

X»— log(l + M) = II P— = rU-» = 0. 
Man hat also 

_ 28ini«yy /^" y-» du 

^~ 2-« J 1 + u di ' 



und drückt hier, mit Hülfe der quadratischen Gleichung zwischen 
u und X, sehr bequem X durch u, noch besser beide durch eine 
Veränderliche s aus, wenn ta = r' gesetzt wird. Dann wird s die 
nicht negative Wurzel von 

Diese ist im allgemeinen positiv; wenn aber der oben erwähnte 
Grenzfall eintritt, d. i. der angezogene Punkt in den mit Masse be* 
legten Theil der Ebene des Kreises fällt (a? = 0, r < r), so wird 
sie für i = gleichfalls Null. 

Die vorstehende Gleichung setzt man in die Form 

(ja) ... ; — j- = 1, 

die zeigt, dass s ttiv X = oo gleichfalls unendlich wird. Für X = 
mag s gleich a sein, so dass man hat 

^^ a a + r' 

und für a die positive Wurzel dieser Gleichung (/9) nehmen 
muss, aber 0, wenn der Punkt in die Belegung des Kreises 
fällt. Drückt man u, und nach (a) auch X, durch s aus, so findet 
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man schliesslich 

Für den Fall des New tonischen Anziehungsgesetzes hat man 
» gleich 1 zu setzen; die Formel giebt dann das Potential v des 
homogenen Kreises, der mit Masse von der Dichtigkeit 1 belegt, 
und dessen Radius r ist, in den Punkten, deren Projection auf den 
Kreis von seinem Mittelpunkte die Entfernung r besitzt, und welche 
von der Ebene des Kreises den Abstand x haben. 

Anmerkung. Man kennt auch einen einfachen Ausdruck für 
dag Potential einer homogenen Ellipse *), mit den Halbaxen r und S, 
im Punkte [^^y^is], nämlich 






,-— -^ T 



wenn a durch die Gleichung 

«' V» a' 

a ^ x' + o ^ ^'+a 

bestimmt wird. Zur Ableitung dieser Formel genügen nicht die 
einfachen Mittel, welche nach dem obigen Verfahren bei dem Auf- 
suchen des Potentials für den Kreis ausreichten; die üblichen Me- 
thoden für die Ellipse**) vereinfachen sich auch nicht wesentlich, 
wenn, wie in dem Falle des Kreises, die Axen r und S gleich 
werden. Aus diesem Grunde habe ich oben den Kreis nach einer 
besonderen Methode behandelt. Herr Grube findet das Potential 



^ Schwere, Elektricität und Magnetismus, nach den Vorlesungen von Bern- 
hard Riemann bearheitet von Hattendorff, Hannover 1876, § 27 u. 28, Gleich. (4). 
**) M. vergl. s. B. Grube, Ueber die Anziehung eines homogenen fillipsoides, 
in Borchardt's Journal Bd. 69, S. 359-364. Er findet das Potential mit Hülfe 

des Satzes, dass 

•2nr dtf, 



r 

J Vx^ -f (r cos 1/^— y)'^ -f («bin 1/; — 2)» 





gleich dem Integrale 






in, wenn (7, für « gesetzt, den ersten von den beiden Factoren des Nenners zu Null 
macht. 
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eines homogenen EUipsoides, indem er dieses durch parallele Ebenen 
in unendlich dünne Gylinder mit elliptischer Basis zerlegt , deren 
Potentiale, die Potentiale von Ellipsen, die mit Masse von con- 
stanter Dichtigkeit belegt sind, er summirt. Da man das Potential 
des Kreises nach der im Obigen entwickelten Methode unschwer 
findet, so war es angezeigt, das EUipsoid durch die Kreisschnitte 
zu zerlegen, den Ausdruck für das Potential des Kreisschnittes 
nach der obigen Methode zu finden und dieses nach der Methode 
des Herrn Grube zu verwenden. Herr Züge hat auf diesem Wege, 
den ich ihm vorschlug, die bekannte Formel für das Potential 
eines Ellipsoides abgeleitet.*) 

§ 53. Es ist noch der Fall zu erledigen (M. vergl. S. 176) 

n. Die anziehende Masse liegt ausserhalb des Gylin- 
der s. Die Goordinaten von Punkten derselben seien noch immer 
a, h, c oder, statt der letzteren, s und lo, die von wieder x, y, z 
oder X, r, tp. Es wird, nur der Kürze halber, allein der Fall be- 
trachtet, dass nicht der anziehenden Masse angehört, sondern im 
Gylinder selbst liegt. 

Erster Fall: Die Axe des Gylinders erstreckt sich von 
— oo bis oo. 

Man erhält dann, entsprechend den Gleichungen (20), 

F, = U, + VL., (r<r), 

wo V, und U* dieselben Ausdrücke sind wie Ua und Ua, wenn man 
den dortigen Werth von W mit dem neuen 

X 

vertauscht. 

Zweiter Fall: Der Gylinder erstreckt sich auf der 
positiven Seite der x nicht in's Unendliche, sondern nur 
bis x = h. 

Dann wird der Theil des Raumes von x = k bis x = oo^ in 
welchem r < r ist, welcher früher leer war, jetzt mit Masse erfÖUt 
sein, deren Dichtigkeit k man nach (19) in eine Reihe entwickelt 
Man hat dann das im ersten Falle gefundene Potential noch um 
das Potential dieser Masse im Punkte zu vermehren. Bezieht 



*) Ueber die Anziehung eines homogenen EUipsoides, Inaagural-Dissertation, 
Halle 1875; später im 10. Bd. der matb. Annalen erschienen. 
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sieb auf dieses Potential der Index ' so hat man 

wo U* eine ähnliche Gestalt annimmt wie U im zweiten Falle 
unter I, nämlich 



/OD 





w 

Wird aber der Cylinder noch durch eine zweite Ebene x= —h 
begrenzt, so ist der Summe K+If' noch ein Potential F" hinzu- 
zuftigen, für welches man f/" nach derselben Formel wie f/' bildet, 
wenn man in letzterer W vertauscht mit 



W = er^-f ^e^-Cy{a,s)da. 



-QO 



§ 54. Ich komme nun zu den Aufgaben, die sich, wie in den 
früheren Kapiteln, auch hier darbieten, wenn das Potential von 
körperlichen Massen oder von der mit Masse belegten Begrenzung 
auf der Begrenzung selbst gegeben ist. Es handelt sich um eine 
solche Fortsetzung v dieser Function in den leeren Raum, dass y 
den bekannten Bedingungen der Stetigkeit und Endlichkeit, und 
aosserdem der Gleichung genügt Jy = 0, d. i. in Cylindercoordinaten, 
der Gleichung (I. 340) 

ö'v öV 1 öv 1 öV 
(21)... -g^ + -572- + — -|j^+7.2 -^ =0. 

Partikuläre Integrale derselben sind, wenn a und ia willkürliche 
Constante bezeichnen, 

i„(ilrt)cosi(a?— a)cosi'(i/; — w), Ä'^(iri)cosil(« — o)cosi'(v — w); 
«^^*Jy(Ar)cosi'(i^ — w), «~'*/if,,(Ar)co8v(i/; — cti). 

Wir lösen zunächst für einen unendlichen Cylinder, dessen 
Axe in die X-Axe fällt und sich von o? = — oo bis a? = oo erstreckt, 
die Aufgabe, das Potential v im inneren und im äusseren Räume 
zu finden, wenn es auf dem Mantel eine gegebene Function V{xy tp) ist. 

Man entwickele F(x,\p) in eine trigonometrische Reihe 

(22) . . . F(x, ip) = 2!'fy (x)cosvyj + f,(a?)sin vip. 
Die Lösung der Aufgabe gelingt, wenn die Functionen f und f so 
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beschaffen sind, dass sie durch das Fourier'sche Doppelintegral 
dargestellt werden können. Dann hat man z. B. 

fy(x) = -^ — / dXI fy(a)eosl(a—x)da. 



— 00 —00 



Hieraus ergeben eich die Werthe ron t. Setzt man, ähnlieh wie 
im vorigen Paragraphen, 



-00 — c© 



und für tt die Werthe, welche durch Vertauschung von f mit f, 
ferner von cosi^i^ mit »invxp entstehen, so sind v« und v^ die ge^ 
suchten Potentiale im äusseren oder inneren Baume des Cylinders. 
Dies sind im wesentlichen die Formeln, welche Herr Kirch- 
hoff gegeben hat. *) Ich f&ge noch den Ausdruck für die Green'- 
sche Function (§29, §40) hinzu: Liegt der Pol, von dem die 
Anziehung ausgeht, ausserhalb des Gylinders und sind seine 
Coordinaten a, s, w, so wird die Green' sehe Function im Punkte 
(x, r, \ii) des äusseren Raumes 

Die Function x«, welche nach (6) durch Multiplication mit dem 
Werthe des Potentials auf der Begrenzung und des Flächenelemente 
do (hier ist do = xdtpdx) und darauf folgender Integration ttber 
den Mantel des Gylinders ;das Potential v im Punkte (a, $, w) er- 
zeugt, wird 

^^ = ^F^-2;'cosKV'-cci)/ -j^^oosX(x-a)dl. 

Aehnlich verhält es sich mit den Formeln, die sich auf einen im 
Innern des Gylinders gelegenen Punkt (a,s,w) beziehen. 

Anmerkung. In dem Falle, dass die Function F(x,tp)Yon 
X unabhängig ist, wird auch v von x unabhängig und daher ver- 



*) Grelle, Journal f. M., Bd. 48, S. 348—376: Ueber den inducirten Magve- 
tismuB eines unbegrenzten CyUnders von weichem Eisen. 
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wandelt sioh (21) in die Gleichung 



dr^ r dr r* dtp* 

Diese hat statt der oben angegebenen partikulären Lösungen, welche 
die Cylinderfunctionen von r enthielten, solche von der Form 

r^cosy^, r^^'cosyV', r'^sinyi^, r~''8iny^, 

und ausserdem die Lösung log r. Soll y für r = r sich in eine ge- 
gebene Function [(tp) verwandeln, die wir uns durch die Fourier'- 
8che Reihe 

OB , 

^ üy COS y^ + Ct„ sin v^f 

gegeben denken, so ist der Werth y« der yon r = r bis oc, resp. 
V( der yon r = bis r endlich bleiben soll 

OD ./TN*' 

Ya = 2! (ayOOBvtp + arBmvtp)l — 1 , 
v=o ^ r ^ 

y» = 2! ((^yGOBv\fß-{-arSinviif){ — ) • 
y=o ^ r -^ 

DrQckt man die a und a als Integrale durch die gegebene Function 
aus, in welche sich y für r = r verwandeln soll, so lassen sich be- 
kanntlich die Ausdrücke mit Hülfe der Summenformel für die geo- 
metrische Reihe summiren und geben 



2rrcos(^— cii) + r' 



— n 



WO das Vorzeichen + oder — ist, je nachdem r > r oder r < r. 
Denkt man sich aber die Function v an zwei Flächen r = r^ 
und r = r^ gegeben (to > r,) durch f^(ip) und f'(tp)i die in Fourier'- 
sche Reihen mit den Goefficienten a^ und a^, resp. a' und a' ent- 
wickelt sind, so findet man, wie früher in dem ähnlichen Falle 
bei der Kugel, auch die den Bedingungen entsprechende Function 
V, welche von r = r, bis r^ endlich bleibt. Um sie bequemer dar- 
zustellen, setzen wir 

logr = a, logr^ = cFo , logr, = a, , 
und finden 



^^i-^^o 



J a;Bin»<a- ^ + a;sin tKg^ o) ^ ^ 
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WO tt)^ au8 dem ersten Gliede unter dem Summenzeichen durch 
Vertausch ung von a mit a und von 00s vip mit sinvi/; entsteht. 

Nachdem man die a und q, wie oben, vermittelst des bekannten 
Integrales durch f ausgedrückt hat, kann man die unendlichen 
Reihen durch elliptische Functionen (M. vergl. Jacobi, Fundamenta 
§ 51, S. 143) Summiren, wie es bei dem entsprechenden Probleme 
der Kugelschale geschah. 

In dem vorliegenden Falle erzeugt man zwar noch immer die 
Anziehungscomponenten durch DifTerentiation von v nach x, y, z; 
mau daif aber nicht übersehen, dass v hier nicht das Potential dee 
Cylinders im eigentlichen Sinne ist, sondern jener Grenzfall, über 
welchen im § Ö2 gehandelt wurde, das logarithmische Potential. 
Für dasselbe existirt, wie bekannt, auch leicht durch Betrachtungen 
nachzuweisen ist, welche den unserigen analog sind, eine Function, 
welche die Green 'sehe vertritt, die nämlich der Differentialgleichung; 
des Problems, den Bedingungen der Endlichkeit und Stetigkeit ge- 
nügt und sich, wenn der unbestimmte Punkt (hier (r, \fi)) auf die 
Begrenzung rückt (hier r = r^ oder r, wird) in den Logarithmus 
seiner Entfernung von einem gegebenen Punkte mit den Goordinaten 
s und CO (eines Poles, wie wir uns ausdrücken können), welcher mit 
ihm dieselbe a;-Coordinate hat, verwandelt, d. h. resp. in 



log \'x\ — 2roÄ co8(i/; — w) + rj , log \^x] — 2r, «cos(t^ — cci) + x\. 

In diesem besonderen Falle vereinfacht sich das Resultat dadurch, 
dass die a und a einfache Werthe erhalten, welche keine Integration 
erfordern; denn man hat für die beiden vorstehenden Logarithmen, 
wenn man log« = t setzt, die convergenten Reihen, resp. 

a-± eKT-.) cosKV^-co) ^ ^ _ ^ ^.(c.-.) .cosKV'.zif?! . 

Die Function, welche der Green 'sehen entspricht, ist demnach f&r 
den Pol mit den Goordinaten (s, cc>), wenn 

logÄ = T, logr = a, logto = Uo , logr, = a, , 
r, <r<r„, r, <«<ro 
gesetzt wird: 



V = 



(^1-^0 



» cosv(i/;— w) 

_j_ 2, _-- - 



[, , sintfCa — a.) , .„ . 8intV(ao— a) 1 
sinfy(ao — aj Hm%v(o^—ojJ 
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Die Reihe ftfart, mit Hülfe der Formeln Fundamenta § 51, S. 144 
auf die elliptigchen Functionen der drei Oattnngen und die Reihe 

• siny^ 
v . 

y=o vsmivy 

Diese Reihe fbhrt aber nicht auf die elliptischen Integrale 
dritter Gattung selbst, also nicht auf den Logarithmus von den 
Functionen @, sondern derjenigen Functionen, aus denen die @ in 
ähnlicher Art zusammengesetzt werden, wie der Sinus eines Bogens 
ans dem Produkte zweier F; sie stellt sich nämlich sofort als Dif- 
ferenz zweier Functionen logO(g, D dar, wo das I. 109, in dem 
Znsatz über hypergeometrische Reihen, unter (9) definirte unend- 
liche Produkt bezeichnet. 

Für die Behandlung derselben Aufgabe bei dem unendlichen 
Cylinder mit elliptischer Basis benutze man den Ausdruck von 9t, 
den man am Anfange des § 58 findet 

§ 55. Wir behandeln hier die Aufgabe des vorigen Paragraphen 
für einen Oylinder, dessen Axe endlich (nicht unendlich gross) 
ist, und betrachten zunächst zwei Grenzfälle, in denen r unend- 
lich wird, suchen nämlich 

ä) das Potential v im ganzen Raum, wenn es auf einer un- 
endlichen Ebene gegeben ist. 

Wir Terlangen, es solle für a? = sein v = x(^* V)- lindem 
wieder ^x positiv genommen wird , stelle man aus den im § 54 
aufgeführten partikulären Lösungen der zweiten Zeile zuerst eine 
solche 

zusammen. Nach dem Additionstheorem für die Gylinderfunctionen 
I, (56) zerf&Ut dieser Ausdruck nämlich in eine Summe nach v 
von Oliedem 

c+^* Jy (lr)eo^v(tp — «) X /y (Is), 

in denen J(ls) als Constante nach x, r, %p auftritt. Es wird daher 
v=2^y e^^XdXj sdsj J(i)/r'+Ä»-2r5C08(V/-cw))x(«, w)öcü 



ein partikuläres Integral, welches sich nach I, (74) ftlr aj = in 
t(ry%p) verwandelt. Man hat hieraus den Satz: 

Das Potential einer mit Masse belegten unendlichen Ebene 
a?=:0, welches sich auf der Ebene in eine gegebene Function 
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x(9>f^) verwandeltf kann man als Anziehungscomponente in 
der Richtung der Axe der X darstellen, nämlich von der Belegung 

der Ebene mit Masse von der Dichtigkeit — -^ — x(*> ^)- 

Denn da man mit Herrn Lipschitz findet 





80 verwandelt sich der obige Ausdruck in 



2^^ = -i/ ^^'/'^^(''^^Tp'" 



Dieselbe Gleichung findet man sehr leicht durch die bekannte 
Methode der Spiegelung. Wir suchen die Gree^'sche Function 
für einen Pol (a, s, w) im Punkte = (x, r, 6). Es sei a^ also auch 
X positiv. Der Punkt (— a, *, a>), das Spiegelbild von (a, #, «), wenn 
man sich die unendliche Ebene spiegelnd denkt, ist von einem 
Punkte auf der unendlichen Ebene ebenso weit entfernt wie 
(a,s,(a). Daher ist die Green'sche Function 



Um die Gleichung (6) des § 29 anwenden zu können, beachte 
man, dasB man hat 

r= 1 

dass auf der Ebene x Null und daas die Richtung von n, mit der 
Richtung der positiven x Übereinstimmt. Daher ist 

^ 1 o 

Beachtet man, dass fttr do zu setzen ist rdrdat, so erhält man 
demnach aus (6) fttr v das Potential im Punkte (a,$,to) 



2nJ J i/«»-i-S»' 



diese Gleichung stimmt mit der obigen ftlr v überein, wenn man 
nur r und t// mit « und r^ vertauscht 

Dieselbe Methode liesse sich auch auf die Bestimmung des 
Potentials in dem folgenden Falle 6) anwenden; es bedarf dazu 
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einer anendlichen Reihe von Spiegelangen gegen die beiden dort 
vorkommenden Ebenen. 

6) Das Potential sei auf zwei parallelen unendlichen 
Ebenen gegeben, und zwar sei v = f (r, \fß)für x = h und v = fi(r, tp) 
für « = — A. 

Aus denselben Lösungen wie im ersten Falle setze man die 
Lösung 





zasammen, die in dem Räume von a; = — ft bis x = h allen Be- 
dingungen genügt. Die Fortsetzungen von o; = A bis x:=s op und 
von x= —h bis a? = ~ oo findet man aus der Formel für v unter 
a) durch eine Goordinatentransformation, indem man im ersten Falle 
in derselben den Exponenten ^-Xx von e mit —X(x-^h)j im zweiten 
mit X(h+x) vertauscht. 

Fflr die Dichtigkeit k^, welche in (6) auftritt und sich zunächst 
auf die Green'sche Function bezieht, in den beiden Ebenen x=:+h 
findet man aus der yorstehenden Formel f&r v nach der Methode 
yon S. 91 

2^y sin2»^ -^C^^)^^^' 



§ 56. Die Axe des Gylinders sei , wie im Falle 6), gleich 2h, 
der Radius r der Directrix aber endlich. Wir suchen das Potential 
V in dem vom Cylinder eingeschlossenen hohlen Räume (0<r<r; 
— Ä < a? < Ä) auf, wenn der Werth von v auf dem Mantel und den 
beiden begrenzenden Kreisen vorgeschrieben ist, nämlich 

v = 5(r, tp) fftr X = h, 

V = 7i(r, tp) - a? = — Ä, 

V = F(x, tp) - r = r. ' 

Damit die Punkte, welche auf der Peripherie eines Kreises liegen, 
sowohl dem Mantel als der Ebene angehören können, müssen diese 
Fonctionen so beschaffen sein, dass man hat 

Herr H. Weber hat in seiner erwähnten Arbeit in Borchardt*s Journal 
Bd. 75, S. 87 den Ausdruck für das Potential eines Kreises mit dem Radius 
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r gefunden, welches sich auf dem Kreise seihst (far a: = 0) in 1 verwandfli. 
Er erhält, wenn wieder +^ eine positive Zahl bedeutet, 

V = — /^^c+^sinAr/Cir)-^ . 



n 





^n% = —2 



Es ist klar, dass dies in der Tbat der Ausdruck far das Potential ist; d<«D 
erstens genügt diese Function der Gleichung ^j/v = 0. Femer, für ir = 
verwandelt sie sich (I. 184) in 

— y sin lxJ{Ar) -j— = "T / ^V / cos(>lrcosy)sin ir -y- • 

Bekanntlich wird das innere Integral, nach X, gleich ^n, ^n od«* 0, je 
nachdem rcosijp kleiner, gleich oder grösser ist als r. Daher wird y in der 
That auf der Ebene des Kreises, wo r <: r ist, gleich 1, auf der Peripherie 
desselben gleich ^. 

Die Dichtigkeit der Masse, mit welcher der Kreis belegt werden imif», 
um dies Potential zu geben^ ist nach Herrn Glausius*) 

_ Jl_ 1 

Da nämlich die Normalen auf den Kreis die Richtung der positiven und ne- 
gativen X haben, so ist (m. vergl. S. 91) für a? = 

5v 4 /** 

-^— = — / sin Jlr J(Xr) dX. 



Setzt man für J(Xr) seinen Werth aus I, (30, f), so wird erhallen 

X = — j / sin Jlröil / sm(rßX) , • 

Nach dem Fouri er 'sehen Lehrsatz ist die rechte Seite gleich 0, wenn r>r. 
und gleich dem oben angegebenen Werth, wenn r <C T genommen wird. Ad 
der Grenze r = r wird der Ausdruck von x unendlich. Denn er wird gleirli 
der Grenze von 

—f «-^sinirJ(ir)dA 



für ein unendlich kleines positives x. Man kann, ähnlich wie I, § 61, S. 242 
auch dies Integral ausführen und dann x abnehmen lassen. Man findet daDD. 
dass der Ausdruck zu oo wächst. 

Erste Methode. Das gesuchte Potential zerfalle man in die 
Summe von zweien , indem man setzt y = y, -f y,. Man bestimmt 
y, so dass es den ersten beiden yon den obigen drei Bedingungen 
fbr y genügt; dies leistet z. B. der Ausdruck y im § 55 unter 6), 
wenn man dort nach 8, statt bis oo, nur bis r integrirt Wir 



*; Ueber die Anordnang der Elektricität etc. Poggendorff's Arniftlen, Bd. 86 
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setzen deshalb 







Wenn man bei der Prüfung x = ä oder « = — A setzt, so darf 
man nicht übersehen, dass man dann die Grenze des fertigen drei- 
fachen Integrals flir a; = A oder x==—h zu nehmen hat; würde 
man in dem Ausdruck, welcher dreimal zu integriren ist, x diese 
Werthe geben und erst dann integriren, so würde als Werth des 
Integrals zwar 27i:f(r, ip) resp. 2nf](r, tp) erhalten wenn r<r, 
aber nur die Hälfte wenn r = x gesetzt wird, weil man den Werth 
findet, sobald r > r ist. M. vergl. S. 180. 

Die Function v, verwandelt sich fllr r = r in eine Function 
von X und yß, die wir mit Ö>(a?, \p) bezeichnen wollen. Diese Func- 
tion ist daher als bekannt anzusehen. 

Hiemach bleibt noch übrig, die Function v, so zu bestimmen, 
dass sie im Cylinder die Eigenschaften eines Flächenpotentials be- 
sitzt, sich für r = r in eine gegebene Function von x und tp, näm- 
lich in F(x,yf)-—0(x,^)^ endlich für a; = & und « = —4 in 
verwandelt. 

Man ent¥^ckele dazu F-— 0, wie es in (22) mit F geschah, in 
eine trigonometrische Reihe 

F(x, V)— 0(^, V) = £' fy(x)QOBvilJ + \y(x)»mvtlß; 

jede von diesen Functionen f und f, die für a? = — ä und a? = A 
verschwinden, entwickele man in eine Sinusreihe, setze nämlich 

fr(x) = ^^C;,,.8in ^^ ^ ^ , \y(x) = £ c^„sm ^^ ^ ^ — 

Die gesuchte Function v, wird dann durch die Gleichung gegeben 

V, = J Bin(a?-f *)xMyrJ' J^^ftxu^r) (V^Q^^V^ + ^^/^vBinyi/;), 

in welcher x, des bequemeren Druckes wegen, für -^ gesetzt ist. 

Zweite Methode. Die Ausführung des obigen Verfahrens für 
bestimmte Functionen ^ und rj verursacht dadurch Schwierigkeiten, 
dass in der Regel die Function und damit v, ziemlich complicirt 
wird. Man kann aber ein Potential ti, so bestimmen, dass es, wie 

Heiae, Aawendangen der Kugolfanctlonen. 9. Aufl. 13 
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oben y,, sich ffir x = h und x = —h in die Functionen ^ und i; 
verwandelt, dass es aber noch ausserdem ftlr r = r in 0, nicht wie 
oben in 0(x,y) fibergeht. Setzt man nun y = Uj-f-t«,, so hat man 
Uj so zu bestimmen, dass dies Potential sich fbr r = r in die ge- 
gebene Function F(x, yi) yerwandelt. Man findet also ftlr u^ den- 
selben Ausdruck wie oben ffir y, mit dem einzigen Unterschiede, 
dass die c und c sich nicht auf die Entydckelung yon jP— • 0, son- 
dern auf die unmittelbar gegebene Function F selbst beziehen. 

Sonach ist nur noch statt der früheren Function y^^ eine neue 
ti, zu bestimmen, die sich für a? = ä in f(r, ^), fllr a? = — ä in 
fj(r, t/;), für r = r in yerwandelt. Wir setzen sie aus partikulären 
Integralen 

Jy(lr)miU(x+h)eoBv(tp — (o) 

zusammen, indem wir l die positiven Werthe ertheilen, welche 
Wurzeln der Gleichung Jp(Xx) = sind. Eine Summation in Bezog 
auf diese Wurzeln, deren Anzahl unendlich ist und die sämmtlich 
reell sind, wird unten durch ein vorgesetztes )^ bezeichnet Wir 

setzen, wenn e, z, e, } Functionen von r vorstellen, 

OD 

ij(r,tp) = ^'cy(r)cosyi// + Cy(r)sinyi/;, 

«"W = 8 ^y^M^Oi irOO = 8 ^"^•^^ ^^)- 

Die Gonstanten c, c^ b, h werden bekanntlich *) durch eine Inte- 
gration aus den Functionen e, e, z, i gefunden; es ist n&mlieh 

2 



CyX = 



[^y ey(r)Jy(ir)rdr. 



Als die gesuchte Function, die allen Bedingungen genOgt, findet 

man hieraus 

u, =H+Z, 
wenn gesetzt wird 

^ ^ ^'^ ™sin2;ifct -^»-WC^^-^gQS^y + c»^^8iP»V^)i 
und Z aus H durch Vertauschung von a; mit — o; und von e und 



*} S. den Zusatz zu diesem Kapitel. 
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c mit b und b entsteht Das Summationszeichen j^ bezieht sich, 

gemäss der Erklärung, für verschiedene Werthe von v auch auf 
verschiedene Wurzeln X. 

Würde man u, nicht die Bedingung auferlegt haben, sich selbst 
fär r = r in zu verwandeln, sondern, wie bei manchen Aufgaben 
der Wärmetheorie gefordert wird, statt dessen der Gleichung zu 
genflgen 

-^+Äu,=0 für r = r, 

wo h eine gewisse von Fourier eingeführte Gonstante vorstellt, 
so würde die Methode nicht wesentlich zu modificiren sein, und 
das Besultat dieselbe Form behalten. Wie man oben die Wurzeln 
l der Gleichung J(lx) = benutzte, so handelt es sich hier um 
dia Wurzeln der Gleichung (M. vergl. § 82.) 



A/,+1 (Xx) - (* + v) •'^ (^^) = 0- 



Entwickelt man eine Function von r, wie die obige ey(r) in eine 
Reihe 

8 CyXJy(Xr\ 

wo sich die Summation auf jene Wurzeln X bezieht, so erhält man 



= ^(j^y- Q.^^f^^r^-.^f '^^'y-^^y^'- 



§ 57. Auch den dritten Fall der Aufgabe aus § 54 ziehen wir 
in unsere Betrachtung, in welchem nämlich der Cylinder sich aus 
dem Endlichen in's Unendliche, d. i. in welchem die Axe des 
Cylinders sich von a? = bis x=roo erstreckt, und das Po- 
tential in dem inneren Räume , d. i. für alle positiven x, während 
r<r ist, gefunden werden soll, wenn man sich v für r = r ge- 
geben denkt Der gegebene Werth von v an der Begrenzung sei 

V = ri(r, tfi) für x = 0, 

V = F(x, tp) „ r = r, 

während man ausserdem setzen muss v = für x = oo. 

Mao zerlege wiederum v in die Summe v = Vj+^9* Nach 
Analogie des Verfahrens bei der ersten Methode im § 56 setze man 
für V, einen Ausdruck ähnlich dem unter d) im § 55, nämlich 

13» 
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der im Innern des Gylinders die Eigenschaften eines Flächen- 
potentials besitzt und fttr a; = in t](r, tfi) übergeht Die Fonction, 
in welche er* sich für r = r verwandelt, heisse 0(x,tlß). 

Entwickelt man ferner nicht F(x,yi)y sondern die Differenz 
F—O, die für x = verschwindet, in eine trigonometrische Reihe, 
und setzt, ähnlich wie in (22) 

OD 

F(x, fp)— 0(x, tfß) = ^'fy(x)GO%vtlß + fy(a;)sinv?p, 
so wird Vj mit v auf S. 186 nahe übereinstimmen, und man erhält 

Vj = — ^y Bin Xx-jjj-^ dl/ [fy(d)eoBvyf+^r(ä)9mvffi]Binlada, 

''^ ^ 

Auch die zweite Methode des § 56 bleibt in diesem Falle an- 
wendbar; man findet hier offenbar, wenn man setzt v = u^-h^r 

u, = ^'^€r^*Jy(lrXcriGOBvyß + Cyismnff)y 

wo die Buchstaben c und c dieselbe Bedeutung haben wie auf 
S. 194; für u, hat man das obige v, zu nehmen, wenn man nur 
bei der Entwickelung in die trigonometrische Reihe <2> gleich 
Null setzt. 

Wir wenden die vorstehenden Formeln auf den Fall an, dass 
das Potential des unendlichen Cylinders an der Basis a; = die 
Constante 1, auf dem Mantel sein soll. Man geht davon ans, 
dass das dreifache Integral v, des laufenden Paragraphen sich, 
ähnlich wie v auf S. 190, als Anziehungscomponente einer Flächen- 
belegung darstellen lässt. Man findet nämlich wie dort 

Die rechte Seite ist aber die negative Anziehungscomponente nach 
der Richtung der x des Grundkreises mit dem Radius r, welcher 
mit Masse von der Dichtigkeit ti(s, w) belegt ist, im Punkte (x, r, ^). 
Setzt man, was in unserem Falle geschehen soll, i7(«, (tf) = l, so 
ist das Integral auf der rechten Seite das Potential eines homogenen 
Kreises; wir kennen dasselbe bereits aus S. 183 in einer einfacheren 
Form, und haben daher 
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- (r'+«>|/7yi- — 5^ 

wo <j derjenige positive Werth von $ ist, welcher den Nenner des 
Äusdracks unter dem Integralzeichen zu Null macht, eventuell 
gleich 0. Dass v, sich wirklich in 1 für x = verwandelt, zeigt 
man sogleich , wenn man s = x^u setzt. Für s = a wird dann u 
eine Wurzel v der Gleichung 

Femer hat man nach dieser Substitution 

r' /* du 



- (x'+x^u)uyi'^i^^^-^ 



r' 



'-\-x^u 
also fllr a: = 

.3 



r' 

V = —: — =- , V» 



nJ ttV(r'— Ott— r' ' 



d. i. V, = 1. 

Da nun F auf dem Hantel gleich Null gegeben ist, 0(x, t/i) aber 
den Werth v, hat, in dem man r = x machen muss, so ist F—0, 
die Function — v,, von x allein und nicht mehr von xp abhängig, 
also gleich (^(x) zu setzen, während alle übrigen fy und alle \y 
Null sind, so dass man erhält 

^ '^ 

Zum Zwecke einer weiteren Reduction des Ausdrucks von Vj 
setzen wir für i/o(a) nicht den so eben aufgefundenen Werth von 
— V,, sondern den, welcher durch Differentiation nach x aus dem 
Ausdruck des Potentials v auf S. 180 stammt. Nennt man dort 
den Integrationsbuchstaben ß, so hat man 

V. = -^xf^f^&mlxJ(ßr)J,(ßx)'^^dXdß/^er^^^maXda, 

^ '' 

was sich auf das Doppelintegral reducirt 

Das Potential v = v,+V3 iß* also durch die Summe eines ellipti- 
schen Integrals v, und eines Doppelintegrals v, ausgedrückt. 
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Die LösuBg dieser Aufgabe bietet auch insofern einiges Inter- 
esse dar, als y zugleich den permanenten Wärmezustand in einem 
Gylinder von unendlicher Länge mit endlichem, nicht unendlich 
kleinem Querschnitt bedeutet, wenn die Basis des Cylinders, der 
im Endlichen liegende Kreis fQr welchen man hat a; = 0, in der 
Temperatur 1, der Mantel in der Temperatur erhalten wird. In 
diesem Sinne handeln wir hier noch speciell von der Temperatur 
oder dem Potential auf der Axe. 

Man hat also r gleich Null zu setzen, und findet die Tempe- 
ratur y in dem Punkte der Axe, welcher von dem Grundkreise um 
X entfernt ist, als Summe der entsprechenden Werthe yon y, und 
y,, nämlich yon 

X 

und yon 

4i/ sin— '/- \ ^« — 4/ sin ft^t-t-- 

Auf den letzten Ausdruck reducirt sich nämlich y, nach einigen 
Transformationen, indem man fUr r = zunächst erhält 

, /•* . ax da r^ ctJAß)dß 
y r J(at)y a*-h/?" ' 

setzt man 

integrirt nach ß durch Theile, und berücksichtigt I. 237, sowie, 
dass nach S. 192 

f J(ß)sinßzds 



gleich (is*-— 1)-* oder wird, je nachdem a > 1 oder a < 1 ist, so 
entsteht der angegebene Ausdruck ftlr y, . 

Durch die zweite Methode erhält man ein Resultat yon ein- 
facherer Gestalt; hier ist Uj = 0, also reducirt sich y auf u,. Nach 
S. 194 hat man die Function ie^(r) gleich 1 zu setzen und in die 
Reihe 

1 = |^Co;i/„(Ar) 
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ZQ entwickeln; nach der dort gegebenen Formel findet man 

2 

und hieraus die Temperatur in den Punkten mit den Goordinaten 
X und r im Cylinder, nämlich 

2 g J(lr) 2fl J(lr) 

^ ~ r ^ XJ'(Xx) ~ r ^ UXXx) ' 

wenn die Summe sich wie oben auf alle positiven Wureeln l der 
Gleichung J(lx) = bezieht. Nach I. 247 wird, wenn nicht r gleich 
Null ist, fbr grosse X angenähert 

Wö = TrF^--;y = ±tVt-(t-''> 

fhr r = ist es leicht, den vorstehenden Ausdruck zu modificiren. 
In diesem Falle giebt die Formel das (selbstverständliche) Resultat, 
dass V eine Function vom Verhältnisse x:x ist. 

Was am Schlüsse des § 56 über eine verwandte Untersuchung 
in der Wärmetheorie gesagt wurde, gilt auch hier: wenn für r = x 
nicht V sondern 

Null 'sein soU^ so ist eine nur geringe Modifikation in der Behand- 
lung und im Resultate erforderlich. 

Dass der gefundene Ausdruck von v für r = r sich in ver- 
wandelt, ist klar; auch ist leicht nachzuweisen, dass er im Innern 
den Bedingungen des Potentials genügt. Nach dem bekannten 
Fnndamentalsatze von Abel über die Grenze der Gonvergenz ftir 
Potenzreihen verwandelt sich v flir o? = 1 in 

2 O J(Xr) 



v8 



r ^ XJ,(Xx) ' 

vorausgesetzt, dass diese Reihe convergirt. Es ist also noch nach- 
zuweisen, dass diese Reihe convergirt und femer, dass sie den ver- 
langten Werth 1 zur Summe hat, wozu der Nachweis des Letzteren 
allein genügt. Im Vorhergehenden ist dies in der That nur unter 
der Voraussetzung bewiesen, dass sich 1 in eine nach den «/(Ar) 



dz 
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fortschreitende Reihe, die noch dazu in gleichem Grade convergirt, 
entwickeln lasse; wir tragen deshalb den Beweis nach. 

Streng genommen wird aber noch mehr verlangt, da y als 
Potential nicht nur nach zwei Richtungen r und x, sondern nach 
jeder Richtung continuirlich sein muss. *) Dass der ftir v gefundene 
Werth bis in die Grundfläche nach jeder Richtung continuirlich sei, 
ist bis jetzt noch nicht nachgewiesen worden. 

Um den Werth der obenstehenden Reihe, welche sich auf den 
Fall x = bezieht, ani ermitteln, kann man ron der Betrachtung 
des Integrales 

2in J zJ(x!i) 

ausgehen, welches tlber alle Punkte z genommen wird, die auf der 
Peripherie eines unendlichen Kreises liegen. Dies ist Null, vor- 
ausgesetzt, dass, wie in unserem Falle, r<r genommen wird. In 
der That setzt man 

z = Q(coBq>-\-imnq>)j ^ = oo, 

so ist dz:z gleich idq), also endlich; aber J(rz):J(xs) wird nach 
I. 248 (ev. nach der dort angegebenen Methode, welche zeigen 
würde, dass Jv(a-\-p%)^ wenn p eine positive unendliche Zahl ist, 
gleich 

wird) überall auf dem Kreise unendlich klein mit Ausnahme des 
Stückes, welches einem unendlich kleinen Bogen q> entspricht, auf 
dem a reell, = +^ wird. Dort ist aber (I. 247) 

J(rQ) : J(xq) = (cosr^ + sinr^) fr : (cosrß + sin r^)/r, 

also endlich, wenn man q nicht gerade einen solchen unendlichen 
Werth giebt, der J(xl) zu Null macht. 

Setzt man für das Integral die Summe der Residua, und som- 

mirt durch das Zeichen j^, wie oben, über die positiven l, so ent- 
steht sofort die gesuchte Gleichung 



>+^/-n^ = o- 



*) M. vergl. den § 6 meiner Abhandlung Ueber trigonometrische Reihen im 
71. Bande von Borchardt's Journal. 
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Bei dieser Verifikation ist der Fall r = auszuschliesBen , dessen 
Behandlung eine selbstverständliche Modifikation ndthig macht. 

Wie hier 1 in eine nach Functionen J(lr) fortschreitende 
Reihe entwickelt werden konnte, wenn l alle Wurzeln der Glei- 
chung Jiix) = durchlänft, so lässt sich nach der Regel auf S. 194 
jede continuirliche Function f(r) in eine Reihe 

f(r) =fcxJ(lr) 

entwickeln, wo gesetzt ist 

sobald die gefundene Reihe in gleichem Grade convergirt. 
Dies und noch allgemeinere Sätze habe ich im 89. Bande von 
Borehardt's Journal bewiesen. M. vergl. den nachfolgenden Zu- 
satz zu diesem Kapitel. 

Der kleinste Werth von Ar, durch welchen J^lx) zu Null wird, 

' ist angenähert 

Xr = 2,4049 

der nächste schon 5,521; die grösseren liegen zwischen 8,6 und 8,7, 
zwischen 11,7 und 11,8, zwischen 14,9 und 15, etc. und nähern sich 
immer mehr der Summe von ^n und je einem ungeraden Vielfachen 
Ton in. 

Nimmt man x so gross, dass fbr die angenäherte Berechnung 
Yon V das erste Glied der Reihe genügt, so findet man aus der 
Temperatur im Punkte x der Axe, die k sei, diejenige in den 
Punkten, welche ebenso weit vom Grundkreis entfernt sind (das- 
selbe X haben). Ein in der Entfernung r von der Axe gelegener 
Punkt hat dann offenbar die Temperatur 

v = *j(2,4049.— ). 

So sind in den Punkten, in welchen — gleich 

0, i, i, i, i, 4, 1 
wird, die Temperaturen gleich k multipliciii; resp. mit 

1, 0,960, 0,846, 0,671, 0,455, 0,224, 0,000, 
Zahlen die, wenn man von der Axe aus sich zum Mantel hin be- 
wegt, zuerst langsamer, dann, etwa von der Mitte des Weges aus, 
schneller als r:x zu Null abnehmen. 
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§ 58. Wir kommen nun zur Behandlung einiger Aufgaben über 
das Potential eines Cylinders, dessen Directrix eine Ellipse ist, deren 
Excentricität 1 sein möge. 

Bezeichnung. Den Buchstaben r, \ff, », oi in den vorigen Parar 
graphen sollen hier q, q>, a, w so entsprechen, dass man setzt 

y = rCOSt// = QCOBg>, SOO&ü) = aQOBW, Q = COSitty 

Ä = rsint/; = ^q^—1 siny, «sinco = }/a*—i sin ro, a = costv, 
woraus die Gleichungen folgen 

sdsdü} = (a' — CQs'g?)äCT — - _ = 8in(ro-|-ti;)sin(Gi — fi;)ö®öt;, 

31' = r' — 2rÄC0s(i//-w) + «" 

= (^(T — cosqpcosoj)' — (}^^'— 1 i/o"— 1— sinysinca)' 

= [cos t(tt + v) — cos(y — cj)][co8t(« — v) — con(q) + o)]. 

Die vorstehende ZerfäUung von fft in ein Produkt habe ich nur 
deshalb hierhergesetzt, weil sie von Wichtigkeit bei der Behandlung 
solcher Aufgaben über das Potential einer Ellipse ist, bei denen es 
auf die Entwickelung von log 9% in eine Reihe ankommt, wie bei 
der Untersuchung über den Durchgang eines constanten elektrischen 
Stromes durch eine Ellipse oder über das logarithmische Potential 
einer solchen. Man vergl. hierüber meine Bemerkungen im Monats- 
bericht der Akademie zu Berlin v. 5. März 1874 und meine Arbeit 
im 79. Bde von Borchardt's Journal. 

Transformirt man die Gleichung ^iv = 0, indem man die Co- 
ordinaten q und q> statt y und s einführt, so erhält man (I. 308) 
zunächst als Ausdruck des Linienelements 

dx' + dy' + dz^ = öaj» + (e'-cos»[ö9)'+ -4zzi\ 
und hieraus die transformirte Gleichung 

Particuläre Lösungen dieser Differentialgleichungen sind (I, §103) 

C^cosiLr, UmiXx, Uer^*, 
wo U, wenn man (S. o.) 

u = log(Q + fo^—l), ^ = OOStfl 
statt Q einführt, der Gleichung 

(a) ... -g-ä- + -^^ + A'(co8> - cos»iw) P = 0, 
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in den beiden ersten von den drei Fällen mit dem oberen, in dem 
letzten mit unterem Vorzeichen genügen muss. 

Wir behandeln ftlr den elliptischen Cylinder die Aufgabe des 
§ Ö6, suchen also, indem wir den dort bei der ersten Methode vor- 
genommenen Entwickelungen folgen, das Potential v im Innern eines 

Cylinders mit den Halbaxen r und )/r*— 1, und von der Höhe 2h 
auf, welches an den Begrenzungen a? == ä, a? = — ä und ^ = r in 
gegebene Functionen C, ij, F tibergeht. 

Erste Methode. Wir ermitteln zuerst ein Potential v,, welches 
zwar für a: = Ä und x= —h die vorgeschriebenen Werthe ^(q, g>) 
und fj(fi, qi) annimmt, dem aber für ^ = r ein Werth nicht vorge- 
schrieben ist. Ein solches wird wieder aus dem Ausdruck von v 
im § 55 unter b) gebildet, indem man dort anstatt der Kreiscoordi- 
naten r, s, etc. die elliptischen q, ö, etc. einführt , und für rj und ^ 
ausserhalb der Integrationsgrenzen Null setzt. Dadurch entsteht 



/ 



*^ V/T- I •- 

00 



fj(a, ci)8inU(Ä — a?)-f ^((T, m)Bmil(h + x) 



J(m)ldL 



sin (2ilh) 

Die Function, in welche sich dieser Ausdruck für ^ = r verwandelt, 
sei Ö>(ic, 9)); sie wird, mit F(x,q>) verbunden, wie auf S. 193 zur 
Bestimmung desjenigen Potentials v, verwandt, welches zu v, addirt 
V giebt. 

Dort wurde Vj aus Lösungen zusammengestellt von der Form 

sm 2^ Uf, 

wo Vft der Differentialgleichung (6) aus I. 341 gentigt 

während hier V eine Lösung der ähnlichen Gleichung (a) ist, wenn 
man in derselben nur 

setzt Die Lösung V von (6) wurde aus Aggregaten von vier 
Ciassen zusammengestellt, nämlich aus Produkten 

Jy ( Ari)cos v%f), Jy (Art) sin v\p 
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für gerade und für ungerade v, wo v die ganzen Zahlen ron bis 

00 durchläuft. Die Gleichung (a) wird durch ähnliche Aggregate 
&((p)®(iu) integrirt, wenn die @ jene Functionen erster Art des 
elliptischen Cylinders sind, über welche I, § 103—105 u. 109 aus- 
führlich gehandelt wurde. An dieser Stelle wollen wir auch die 
Constante X in die Bezeichnung aufnehmen, indem wir die im End- 
lichen überall endliche Lösung der Gleichung (H. vergL I. 405) 

^*-® + (i>l'cos29) + 4»0e = 

durch ®y(lhq>) bezeichnen. 

Ich erinnere daran» dass die @ in vier Glassen zerfallen» deren erste die 
Functionen von der Form 

enthält. Eine zweite Glasse enthält nur die Cosinus der ungeraden Vielfacheo 
von q>, während in den beiden anderen die Sinus statt der Cosinus vorkommen. 
Die CoefOcienten a in der ersten Classe sind die Näherungszähler eines einfaefaen 
Kettenbrucbs (I, (67)), nämlich von 

-ite 1 

dessen Partialnenner sämmtlich von der Form 0(11*—^) sind» wo 6 nur von il 
abhängt , indem nämlich gesetzt wurde hk^ =16. Für z hat man die ver- 
schiedenen Wurzeln der transcendenten Gleichung zu nehmen» welche der Aus- 
druck dafür ist, dass die unendlich entfernten Näherungszähler Null sind. Diese 
Wurzeln sind sämmtlich reell ; die Methode» durch welche sie bis zu einer be- 
liebigen Grösse mit beliebiger Näherung berechnet werden können» ist im L Bde 
angegeben. Man weiss» dass 

Null ist, wenn /u und v verschieden sind» gleich einer Gonstanten» für die man 

1 nehmen kann, wenn sie gleich sind. 

Die Functionen @ konnten noch in einer zweiten Form dargestellt werden, 
nämlich I. 414 durch Reihen» die nach Functionen des Kreiscylinders fortschreiten, 
und die besonders bequem fst» wenn auch die Functionen der zweiten Art auf- 
treten. Die dortigen Andeutungen vervollständigend mache ich darauf 
aufmerksam» dass die Differentialgleichung für @ und % sich nicht ändert» wenn 
man q> und X mit \n—(p und Xi vertauscht. Daher hat man» wenn eine 
Function der ersten Glasse @ die dort durch (68» a) gegebene Form 

2J'^(Ucosy) — iVj Jj(Ucosy)+ iV, J^(Ucosy)— etc. 

besitzt» dass Functionen einer zweiten Glasse von der Form sind 

2 J^ (Asin qi) — JVj J, (Xsin y) + JV, J(Äsin y) — etc., 

während die dritte und vierte Glasse statt der J mit geraden die mit ungeraden 



§ 58, 22. Cylinder. 206 

iDdices enthält. Die Functionen zweiter Art des elliptischen Cylinders % ent- 
stehen aber aus den @ durch Vertauschung der J mit K. 

Eine Function Vj , die allen Bedingungen, welche v — v^ zu er- 
füllen hat, wirklieh genügt, ist die Function 

wenn die Constanten c gehörig bestimmt sind, wenn femer u den 
Werth von ti ftlr ^ = t yorstellt, so dass man hat 

u = log(r + }/?=ä), A = -^J- 

Man entwickele die Function F— in eine Fonrier'sche Reihe 

U^. <f)- H^> V) = 1 /i,(v)8m if(?+_^>L, 

80 dass die f als bekannte Functionen von g> zu betrachten sind. 
Ferner entwickele man jede dieser Functionen f in eine Reihe, die 
nach den 6 geordnet ist. Man hat dann 

OD iin 



^fir 



1 f^^ 



Dies sind die Wertbe von c, welche man in den vorstehenden Aus* 

dmek f&r v^ einzusetzen hat, damit er sich auf dem Mantel, für 

tt = u, in die vorgeschriebene Function verwandele. 

Zweite Methode. Wie auf S. 193—195 können wir auch hier 

eine zweite Methode anwenden, und v in n^ + u, zerlegen, wo n^ der 

Tonstehende Ausdruck f&r v^ ist, wenn man in demselben statt 

O setzt Der wesentliche Unterschied beider Methoden beruht auf 

der Bestimmung von u^ , welches sich , wie oben v, , fbr x = A in 

^(g, 9), Ar fl^ = — & in t](Q, q>\ ausserdem sich aber für ^ = r (oder 

« = u) in verwandeln soll. Die Lösung erfordert, dass man solche 

Werthe k auffinde, für welche @(A, tu) Null ist. 

lieber das Aufsuchen solcher Werthe von X ist das Folgende zu bemerken: 
In die Function @(X^tu), die, wenn wir an dieser Stelle, des kürzeren Aus- 
drucks halber, nur von der ersten Classe handeln, eine convergente Reihe (I. 406) 
ist, von der Form 

(5(X, iu) = ^o^ + a,cos 2iu + a^ cos 4tti + • • • , 

setze man für das Verhiltniss von er,, er,, etc. zu a^ ihre Werlhe, die, wie 
der Kettenbruch oder I. 406 zeigt, bekannte ganze Functionen gleichen Grades 
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von z und il^*, und zwar er« : a^ vom n*^ Grade, sind. Setzt man noch für 
u den festen Werth u und nimmt eine ganze Zahl n gross genug» so wird 
&(l, tu) durch a^ mal einer ganzen Function n^^° Grades von s und X"^ mit 
bekannten Coefficienten dargestellt^ wo z und k ausserdem so zusammenhängen, 
dass a« (also angenähert On+i oder besser On+i'-ct^, die ganze Function von 
ir"^ und z vom ft-|-l^° Grade) Null sein muss. Aus den beiden Gleichungen 
w*®° und n + l**° Grades, die zwischen z und k"^ bestehen, nämlich den Glei- 
chungen @(Ar, tu) = und On-^i = 0, hat man die Wurzehi X und z auf- 
zusuchen; für jeden einzelnen Werth von X werden alle dazu gehörenden Ponc- 
tionen &rC^, tu) sich, wenn 11 = 11 gesetzt wird, in Null verwandeln. 

In einem anderen Falle kommt es darauf an, für ein gegebenes X die 
Werthe von u oder (p zu finden, für welche resp. &(X, iu) oder @(>l, cosq>) 
Null werden. Nachdem man die Function &(X, q>) durch die ersten Glieder 
der Reihe ersetzt und dadurch zu einer ganzen Function ii^° Grades von cos29 
gemacht hat, sucht man die Werthe von COS29) auf, welche sie zu Null machen. 
Diejenigen Wurzeln, welche reell imd grösser als 1 sind, gleich cos2ttf gesetzt, 
geben die gesuchten u, während diejenigen, welche kleiner als 1 sind, die ver- 
langten q> liefern. 

Nachdem ich im I. Bande die Functionen des elliptischen Gylniders ein- 
geführt und dort über einige Eigenschaften derselben gehandelt habe, werden 
diese Functionen hier zum ersten Male auf derartige Fragen angewandt, mit 
denen sich dieser zweite Theil beschäftigt, ohne dass das weite Gebiet vod 
Fragen, welche diese Functionen, die Grenzen der von Lam6 selbst eingeführten 
Functionen E, schon hinlänglich durchforscht wäre. Indem ich hier einen 
Mechanismus angab, durch welchen man die Wurzeln X oder cos2fti oder cos2f) 
aufsuchen kann, fehlt zur Vollständigkeit noch die Angabe der Mittel, welck 
zeigen, wie gross man n wählen muss um den gewünschten Grad der Näherung 
zu erreichen, oder welche zeigen, dass die Gleichungen zur Ermittelong vod 
cos2<]p oder cos2it« wirklich reelle Wurzeln haben. Gehen die Produkte 
(S^(j[p)®(}u) in die bei dem Falle des Kreiscylinders vorkommenden Jy(Xr)cosvip 
über, wo t^ dem ip, logr dem u entspricht, so findet man, wie bekannt, für 
ein bestimmtes X unendlich viel Werthe r, welche J(Xr) zu Null und eine 
endliche Anzahl von Werlhen cost^, welche cosi^i// zu Null machen. 

Macht man, wie auf S. 194, u, = H+ Z, so hat man in onaerem 

Falle 

wenn das Summenzeichen j^ sieh auf alle Werthe X bezieht, welche 

bewirken, dass die zu ihnen gehörenden, in unendlicher Anzahl vor- 
kommenden Fimctionen &y(X,i]x) Null werden, und wenn snigleieh 
die Constanten c so bestimmt sind, dass 

8-ic,ae.(A,ip)e,(i,iu) 

gleich der gegebenen Function fi(g, ip) wird. Wir zeigen hier, wie 
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diese Bestimmung geschieht. Den Ausdruck fftr Z hierher zu setzen, 
wQrde überflüssig sein, da bereits S. 194 gezeigt wurde, durch welche 
Vertauschungen er aus H gewonnen wird. 

E^ mögen @^(A^ttf) und (&y(hiu) zwei Gylinderfunotionen sein, 
welche ftr « = u sich in Null verwandeln. Von den beiden Aggre- 
gaten 

B d 

hat das erste f&r qp = und q^ = 2n gleiche Werthe , das letzte 
(fer t« = u und tt = — u den Werth Null. Setzt man 

80 folgt hieraus, dass 

dq>J (co82t«--cos2y)rW'öw 

— U 

Null ist, sobald nicht zugleich X mit / und /u mit v übereinstimmt. 
Sind nämlich X und { verschieden, so schliesst man aus der par- 
tiellen Differentialgleichung (a) dieses Paragraphen, dass obiges 
Integral mit A'— /' multiplicirt Null ist; bei gleichem X und / zieht 
man aus der Differentialgleichung für 6 

-^ e.(i, iip)+(iA'cos2<)()+4Äoe.a ?>) = o, 

zunächst die folgende 

ß/iC^ q>)^{X, (p)dq> =y e^(A, ttt)e^(i, %u)du = 0. 

— II 

Hieraus folgt 

=y @^(A, (p)^y(l, (p)dq>f^^Qi, tt*)e„(A, ttt)cos2tMÖw 

-u 

6/4 (i* w) 6y (*> w) c^«*/ 6^ (X, (p) 6y (i, y) cos 2g) öqp, 

— tt 

d. i. die zu beweisende Gleichung. 

Wenn 1 = 1 und ju = y wird, so bleibt das Integral, für welches 
in den übrigen Fällen als Werth gefunden war, von verschieden. 
Setzt man den Ausdruck 
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/27t 



den man ans den Coef&cienten a von @ bildet, gleich 2f7.[v], und 
berücksichtigt, dass man hat 

/in 
(e^(A, (p)ydq) = n, 



80 wird 

/27I /*u 

dq)J [e(A, g))e(A, tti)]'(coß2tti - eo829)a^p = 2ufr.H, 

— u 

und man findet den Coef&cienten c in H Bchliesslich durch die Glei- 
chung 

Cyi = -^^—rrj ^Vj (cos2w - cos29))jj(^, q>)^p{K 9)6v(A, •tt)3tf. 



— u 



§ 59. Das Vorstehende wird genügen, um zu zeigen, wie die 
Lösung der Aufgaben, welche wir für den Gylinder mit kreisförmiger 
Directrix behandelten, sich gestaltet, wenn die Directrix eine Ellipse 
ist. Es soll schliesslich noch eine Frage, welche auf ähnliche Glei- 
chungen führt wie die vorhergehenden, berührt werden, nämlich 
nach dem Gesetze der Schwingungen Ton gespannten Membranen. 
Die bekannte Gleichung, auf deren Lösung es ankommt, 






integrirt man durch particuläre Lösungen, von denen z. B. solehe, 
welche sich fbr I = in Null verwandeln, sind 

iD := usinmiU, 
wenn u der Gleichung 

ö'u , ö'u , ,, ^ 

gentigt. Bei kreisförmigen Membranen mit dem Radius r erhält man 
particuläre Lösungen fUr u> von der Form 

sin mli cos vfp J^ (ilr), sin mU sin mp Jy (hr\ 

von denen jede einzelne einen Sohwingungszustand darstellt, der 
einen bestimmten Ton begleitet. Soll to am Rande der Membrane 
mit dem gegebenen Radius t Null sein, so hat man in der ersten 
oder zweiten von den oben angegebenen particulären Lösungen l 
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80 ZU bestimmen, dass diese Zahl eine Wurzel der transcendenten 
Gleichung Jr(lx) = ist, was also auf unendlich viele Arten ge- 
schehen kann. Nimmt man für l irgend einen Werth, der dies 
leistet und sind l', X^', etc. die kleineren Werthe, so ist u> nicht nur 
auf dem Kreise mit dem Radius r Null, sondern auch auf den con- 

i'r l*'r 
centrischen mit den kleineren Badien -=-, — =— , etc. Z. B. für 

y = wird ein Kreis mit dem Radius r sich in Ruhe befinden, wenn 

149 

man l = setzt: die concentrischen Kreise mit den Radien 

t 

«it, ^r, ^t, TVsrt 
werden dann gleichfalls in Ruhe bleiben. 

Ein zweites System von Knotenlinien erhält man, je nachdem 
der Schwingungszustand der ersten oder zweiten Lösung entspricht, 
nämlich die geraden Linien, auf welchen cosyi/; resp. siny?/; Null 
ist Endlich würde auch der Schwingungszustand 

u) = (ccosyi/; + Äsinn^)sinmiU/^(Ar) 

ein solcher sein, bei dem das erste System von Knotenlinien, die 
concentrischen Kreise, mit dem früheren übereinstimmt, während 
das zweite solchen Geraden entspricht, auf welchen ceoBvtff + kBinvtlJ 
NuU ist 

Von der Gleichung, welche sich auf elliptische Membranen be- 
zieht, erhält man particuläre Lösungen 

BmmXi(iy(X, q>)®y(l, tu), 

welchen unteren Index v man auch den @ ertheilt, d. h. für welche 
Wurzel A man auch die @ gebildet hat, und welcher von den yier 
Klassen diese Functionen auch angehören. Wird X so bestimmt, 
dass &(X,ivi) Null ist, so werden sämmtliche Zahlen u, welche die 
aus dem festen X gebildete Function &(X,iu) zu Null machen, ein 
System ron Knotenlinien geben. Anstatt diese Werthe u direct auf- 
zusuchen, kann man nach den trigonometrischen Functionen der- 
selben, naeh costu auflösen. Diejenigen reellen positiven Wurzeln 
cosfti^ welche grösser als 1 sind und welche den Factor Qy(X, tu) zu 
Null machen, geben das erste System von Knotenlinien, die den con- 
centrischen Kreisen im vorigen Falle entsprechen, welche durch 
Auflösung der Gleichung Jr(Xx) gewonnen wurden. Diejenigen 
Wurzeln cost«, welche kleiner als 1 sind, also einem imaginären 

H«ia«, AnweDdungcn der Kagelfnoctionen. 9. Aufl. 14 
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u entBpreohen würden, setze man gleich cos^. Sie machen den 
Factor @r(>t, 7) zu Null, so dass hier, in dem allgemeinen Falle, 
beide Arten Ton Linien durch Auflösung derselben Gleichnng 
gewonnen werden, .die sich in dem specielleren Falle in zwei 
spaltet, in die Gleichnng Jy(Xx) = nnd, je nach der Klasse, in 
eoBifg> = oder sin 1^9) = 0. 

Indem die Enotenlinien zum Theil einem constanten u oder (f, 
zum Theil einem constanten q> entsprechen, besteht also das eine 
System derselben aus Ellipsen, das andere aus Hyperbeln, welche 
s&mmtlich confocal mit der Ellipse sind, welche die Membrane be- 
grenzt. 



Znsate zum vierten Kapitel. 



lieber Entwickelungen nach Gylinderfunctionen. 

(a) In dem vorstehenden Kapitel, ebenso wie in dem 2*^ und 3^ des 
folgenden Theiles, treten Entwickelungen Ton continuirlichen PunctioneB einer 
Veränderlichen f(r) nach Gylinderfunctionen erster Art, und zwar der zweiten 
und dritten Ordnung, auf. Man sucht nämlich Constante a so zu bestimmeD, 
dass man f&r alle Werthe r von bis r hat 



(1)... f(r) = goi J,(ir), 



die J mögen Functionen der zweiten oder dritten Ordnung sein. Hier ist v 
irgend eine feste ganze Zahl, die Null eingerechnet, und der Buchstabe l, nach 
dem summirt wird, stellt die simmtlichen verschiedenen Wurzeln einer traos- 
cendenten Gleichnng vor, entweder der Gleichung Jr(Xx) :=: oder von 

(2) . . . XJ'r(kx)+hJy(Xx) = 0, 

wo h eine positive Constante bezeichnet. Diese Wurzeln sind sammtlidi reell; 
zu jeder positiven gehört eine gleiche negative, so dass es genügt, in (1) nur 
die positiven Wurzebi einzusetzen. Der Index il von a in (1) bedeutet, dass 
diese Constante sich auf die Wurzel X bezieht. 

Wir handeln zunächst ausschliesslich von den Functionen J der zweites 
Ordnung. 

Dass die Wurzeln X sämmtlich reell sind, zeigt sich unten ; dass ihre An- 
zahl unendlich sei, folgt sofort aus dem Werthe, den Jy(0) Hir = oo ein- 
nimmt. Man hat nämlich nach I, 247, je nachdem t gerade oder ungerade ial 
f&r =s <x> die erste resp. zweite der folgenden Formeln 

i''fndJy(ff) = cosÖ + sinö, T"^^ |/ffÖ J„ (ö) = cosö— sinfl. 
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Die UnlersuchuDgeD über die Vertheilung der Wurzeln im Endlichen für 
jedes V sind noch so unvollkommen, dass ich über den Gegenstand hinweggehe, 
der bisher nur solche Resultate geliefert hat, welche auf der Hand liegen. 

Aus den Tafeln, welche die Werthe von J^ und J^ enthalten*) könnte 
man Jy durch die Recursionsformel I. 243 successive berechnen. Man würde 
dann eine ahnliche Gleichung finden, wie die, durch welche Po isson aus sinr 
und cosr die Gylinderform dritter Ordnung \^y darstellt (M. vergl. unten §d); 
bequemer findet man sie durch Anwendung der Kettenbrache, und erhält so 
aus der allgemeinen Formel I. 284 unmittelbar 

2Z,J,(r)-rJV,J.(r) = -^^^^(^)'"' V+i(r). 

wenn die Z und ü^ die Näherungs- Zähler und Nenner eines Kettenbruchs, 
folgende Reihen vorstellen, die man bei r^ abbricht: 

^'' - * ~ T+T AT>' + (y+i> — kxr>' 

(v-2)(>-3)(>-4) / r* Yl etc 
(y + l)„(,_l) ^2.4.6 >'+*'*•' 

jV _1 »'-i r' (>-2)(.-3) r< 

' »+1 2.4 ^ (r + l)»' 2.4.4.6 *'"" 

(b) Während der folgenden Redinung setze man f(r) statt Jy{f). Dann 
genfigt f nach I. 236 der Gleichung 

Hier setze man or (ur r und erhält 
Hieraus entsteht 



Eine zweimalige Integration durch Thetie verwandelt die rechte Seite in 



wo das letzte Int^ral mit 



/'(-^-i'r)f(«r)/-(Är)dr 





vertauscht werden kann. So erhält man 







*) Bessel hat solche Tafeln berechnet, Hansen sie erweitert; man findet sie 
auch in einem Aufsätze von Herrn Schlomilch, im 2. Bde seines Jonmals und in 
den Studien etc. des Herrn Lommel. M. vergl. die Angaben L 189. 

14* 



/ 
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Es sei erstens il eine Wurzel der Gleichung Jy(Xx) = f^ix) = 0; daDD 
verwandelt sich die rechte Seite in 

- xlf'ßxMat). 
Ist a eine andere Wurzel derselben Gleichung^ so wird dieser Ausdruck Null, also 

f'f(jxr)f(ir)rdr = 0. 



Ist aber a= Xy so wird 

f\f(hr)Vrdr 



der wahre Werth von f , nämlich von 

xXnXx)f {ax) . 
^^ip-p für a — A, 

d. i. gleich 

mXW = 4[rJKAr)]'. 

Diese Gleichung kann man noch durch I. 243, (ja) transformiren; ist nämlich 
Jy(ff) = 0, so wird Jy(ß) = — Jy+i(ff) und man hat den Satz: Das Integral 

Jy{ar)Jy(Xr)rdr 



ist 0, wenn o und X verschiedene Wurzeln der Gleichung Jy(}x) = sind. 
Wird aber a = X^ so ist das Integral 

= i[ry.+i(Ar)]'. 

Aus dem ersten Theil des Satzes folgt, dass die Wurzeln X sämmtlich reell 
sind. Wäre nämlich X eine complexe Wurzel, so nimmt man für a die con- 
jugirte an. Dann würde rJy(ar)Jy(Xr) positiv, also das Integral hiervon, 
nach r zwischen und t genommen, positiv sein, und nicht gleich Null, wie 
es nach dem obigen Satze sein sollte. 

In ähnlicher Art findet man, wenn X zweitens eine Wurzel von (2) 
vorstellt, 

/V(«ry(Xr)rdr = rm)<^^^±^, 



also 0, wenn a eine von X verschiedene Wurzel von (2) bedeutet, woraus 
wiederum folgt, dass säromtliche Wurzeln X reell sein müssen, bt aber a = l, 
so sucht man den wahren Werth von f auf. Die Differentialgleichung, welcher 
f genügt, zeigt, dass man hat 

irrClr) + f'ßr) + (kr - ^) fßr) = ; 

eliminirt man beim Aufsuchen jenes wahren Werthes jf "(ilr) vermittelst dieser 
Gleichung, und f (itr) durch (2), so entsteht schliesslich 

' (X^4-h^^r''—v^ 

[Jy(iXr)yrdr = ^'' ^y' (Jy(Xx)y. 



/ 



2A' 





(c) Vermittelst dieser Gleichungen kann man die Coefficienten a in (1) 
unter der Voraussetzung bestimmen, dass die Function f sich in eine derartige 
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Reihe eotwickelii lasse, die im gleichen Grade convergirt. Man findet nämlich 

(3) . . . ai = ^f'f(r)J,Qr)rdr, 



wo man, je nachdem X eine Wurzel der Gleichung Jy(kx) =■ oder von (2) 
istt die erste oder zweite von den Gleichungen zu nehmen hat 

Zum Abschlüsse wiederhole ich hier, dass, wie bereits S. 201 gesagt wurde, 
in einer Arbeit*) „Einige Anwendungen der Residuenrechnung von Cauchy" 
sich allgemeine Untersuchungen über die Entwickelung einer continuirlichen 
Function nach Functionen finden, welche u. a. die Cylinderfunctionen und die 
Kreisfunctionen als specielle Fälle unter sich enthalten. Aus denselben folgt: 

Wenn für eine gegebene continuirliche Function f(r) die Reihe (1), in 
welche man für die a die Ausdrücke (3) einsetzt, in gleichem Grade von r = 
bis r = r convergirt, so stellt sie auch f(r) in diesem Intervalle dar. 

Z. R. hat man, wenn a eine Gonstante bezeichnet und man J statt Jy 
setzt, als Entwickelung von J(jotr) nach den Functionen JQx) 

J(ar) _ ^ Q A Jßr) 
J(ar) " r ^5 a'-r JXlx)' 

wo l eine Wurzel der Gleichung J(lx) = ist; J'(ilr) lässt sich mit — Jy^i^Xx) 
vertauschen. Ferner hat man 

_ J(ar) _ a V jKlrl 

a/(ar) + ÄJ(ar) "" "^^O (a^'-V^y'-CV+h^x"] Jßx) ' 

wenn X der Gleichung (2) genügt. 

(d) Ein ähnliches Verhalten zeigen die Cylinderfunctionen dritter Ordnung 
xpy (r) (S. I. 240). Es wird sich auch hier um Entwickelungen nach Functionen 
tpr(ijr) handeln, wo die X Wurzeln der Gleichung t//y(At) = oder der wie 
(2) gebildeten unten folgenden Gleich. (4) sind. Dass solche Wurzeln in un- 
endlicher Anzahl vorkommen, zeigt man ebenso, wie das ähnliche Verhalten für 
die Wurzeln unter (a) nachgewiesen wurde, nämlich indem man für unendlich 
grosse 0, je nachdem v gerade oder ungerade ist, die erste oder zweite Glei- 
chung erhält 

• .\ Ssinö ,^. . .... 2cos^ 

Man beweist dies auch I. 241, woraus man zunächst erhält 

-iy-^dtfßyQi) =y V)(»)c*'"töda; 

—1 
eine Integration durch Theile verwandelt die rechte Seite in die Summe von 

ei<»p(»)(i)-c-'''P<»)(-l), 

*) Borchardt, J. f. M. Bd. 89, S. 19—39. Man füge dort in (4) rechts den 
fehlenden Factor hinzu, setze in (4*) — ©(«) für •/(rtr), in (5) ip^^iQ^x) statt 
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und einem Integrale, welches vernachlässigt wird, da es mit multiplicirt noch 
endlich bleibt. Hiermit ist der Beweis der obigen für = oo geltenden Aus- 
drücke von \p(ß) geliefert. 

Die Functionen xpy lassen sich aus tp^ und tp^^ oder besser, wenn man 
den in (14, a), 1. 240 vorkommenden Factor 

3. 5. 7. ..(2v 4-1) 
mit 

yn 
vertauscht, aus 

, . 2sinr . . 

durch eine Gleichung 

sinr r*'"^'^ 

Z,_ JV^cosr = 2.1.3...(2> + 1) ^''-^'<''> 

zusammensetzen, die ebenso wie die enlsprechende im § a aus I. 284 unmittelbar 
folgt, und die Poisson im wesentlichen gegeben*) hat (Vergl. I. 83). Hier 
bedeuten Z und N folgende Reihen, die man bei f^^ abbricht: 

^ , V r' , (v-l)(v-2) r* 

^•' ~ 1 1.(2» + !)^ 1.2 1.3.(2»+1)(2»— 1) • 

JV _ . »'-i r' C»'-2)(»>-3) r« 

"" 1 3.(2i'+l)'*' 1.2 3.5.(2» + 1X2»— 1) 

(e) Aus der Differentialgleichung von t^y(r) oder kfiner t^(r) 



findet man. 







Ist erstens X eine Wurzel der Gleichung %ffp(lx) = 0, so verwandelt 
sich die rechte Seite in 

ArXar)t//'(Ar) 



verschwindet also, wenn a eine von X verschiedene Wurzel der Gleichung 
xp(^ax) = ist. Setzt man aber a = l, so giebt der vorstehende Ausdruck 

Hieraus erhält man z. B. 



^y(ar) __ 2 Q A, tfßyßr) 

tprlax) ^ X ^ i'-a' V/,.+i(ir) 
Ist zweitens k eine Wurzel der Gleichung 

(4) ... l\p'y(Xx) + h%py(Xx) = 0. 



*) Theorie math^matiqne de la chaleur, Paris, 1835, No. 62, S. 161. 
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so wird ferner 



also 0, wenn man für a eine von l verschiedene Wurzel von (4) setzt, aber 

I [-^]'[Är(ikt-i)+iV-K^+i)] 

fnr i = r. 

Mit Hülfe des erwähnten allgemeinen Satzes erhält man das Resultat: 
Die Reihe 

in der man setzt 



ai = yyvwv.'C^)'-*«''-. 





und durch 6 den ersten oder zweiten von den Werthen bezeichnet 

* = -L[-!^]'[Är(&r-i)+lV-K.+i)], 

je nachdem X die positiven Wurzeln der Gleichung rpt^C^X) = oder von (4) 
vorstellt, ist gleich der continuirlichen Function f(r), zwischen r = und 
r = r» sobald die Reihe in gleichem Grade von r = bis r convergirt. 

Die Realität der Wurzeln wird hier ebenso wie im vorigen Falle, der 
sich auf die J bezog, bewiesen. 

(f) Aehnliches lässt sich von Reihen sagen, die im 2. Kapitel des 111. Theiles 
vorkommen werden, die nach Sinus oder Cosinus von 2 -fachen Bogen r ge- 
ordnet sind (wenn r zwischen und r liegt), wo X aus Constanten h und t 
durch die erste resp. zweite von den Gleichungen 

ÄtangJlr =^ — A, itangilr = h 

bestimmt wird. Setzt man 

2(h'+X^ 

"^ "■ xX'+h(i+xh) ' 

so werden die Reihen resp. 

j^ftsinAr / f(r)sinXrdr, 



j^fecosir/ f(r)cosfirdr, 





wenn sie in gleichem Grade convergiren, gleich f(r) sein, vorausgesetzt, dass 
die Function f(r) von r=:0 bis r = t contiuuirlich bleibt. 

(s) ^^^ schliessen mit der Angabe des allgemeinen Resultates, welches 
in der erwähnten Abhandlung abgeleitet wurde. 

Es handelt sich, wie in den vorhergehenden drei Fällen, um die Ent- 
wicklung einer von r = bis r = t continuirlichen Function f(r). 
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Wie bisher die Ent Wickelung nach Functionen Jy(ar), tfßp(ar)t sinor 
oder cos ar erfolgte, so soll sie allgemeiner nach gegebenen Functionen d(a,r) 
geschehen. 

Bisher durchlief a die Werthe X der Wurzeln einer transcendenten Glei- 
chung Jy(lx) = oder }pr(^x) = 0, oder von 

XJ,(Xx) + hJ,.(Jix)^ 0, 
oder einer ihnlichen. Jetzt soll a allgemein die Wurzel einer Gleichung 
f3(A) = durchlaufen, wo 0'(a) mit <0(a) nicht zugleich 0, auch nicht im 
Endlichen unendlich wird. 

Die 6 sollen folgende Eigenschaften besitzen: 
d) Es soll 

ö(ä, r)(fa 



/, 



(» — a)o(a) ' 

nach 2 auf einem Kreise mit unendlichem Radius integrirt, werden. Geschiebt 
dieses, so lässt sich 0(^a,r) in eine nach Functionen 0(^ r) forlschreiteade 
Reihe entwickeln. Diese Reihe, speciell für die Entwickelung von Jy(ixr), 
findet man im § c, für \pv(jur) im § d. Für sin or^ wenn man 

©(«) = acosar + Asinor 
setzt, ist sie 

singt _ o Q . ^ /*'+r' . . 

wo das Zeichen + so zu verstehen ist, dass das Glied der Reihe mit dem 
kleinsten X das positive Vorzeichen erhält und die Glieder abwechselnde Zeichen 
besitzen. 

6) Die nach den d(Xf r) fortschreitende Reihe für d(pt, r) soll in 
gleichem Grade convergiren, wie das in den drei speciellen Fallen zutrifft. 

c) Es soll eine endliche Function g von r exisliren — in den drei 
speciellen Fällen ist sie resp. r, r^ 1 — so dass 



/ 



6(1, r)0(ft, r)gdr 



Null ist, wenn fi eine von X verschiedene Wurzel der Gleichung m(a)=0 
bezeichnet, uicht Null ist für fi = X. 
d) Das Integral 

Ö(cr,r)x(r)gfrfr 



/ 





soll nicht für alle Werthe, die man a ertheilt. Null sein können, ohne dass 
die Function )^(r) Null ist. 

Sind diese Bedingungen erfüllt, und convergirt die Reihe 

''f(r)d(l,r)gdr 



gö^r)^ 



/ 



f\d(l, r)ygdr 



in gleichem Grade, so ist sie zugleich die Entwickelung von f(r) nach den Func- 
tionen d(X, r). 
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FflofteB KapiteL 

Der Kegel. 

§ 60. Der Seheitel eines Botationskegels wird zum Anfangs- 
punkt rechtwinkliger Coordinaten x, y, s gewählt, und die Rotations- 
axe sei die Axe der X Man führe Polarcoordinaten ein und setze 

X = reoBdy a = »ooBtj, 

y = rsiaOeoBiif, b = semfjeoBo}, 
z = r«m0Bmtfß, c = «sinijsinoi, 
logr=:^^ log«=:a» tfß—(o = <py 
r^O, 0<ö<7r, —n<tp<n; «^0, 0< fi<n, —n<(o<n. 

Dann ist der Winkel, welchen der Badiusvector r vom Scheitel- 
punkte nach dem Punkte [x, y, »] mit derjenigen Richtung der Ro- 
tationsaxe (der positiven) bildet, welche mit der positiven X-Axe 
ftbereinstimmi 

Die Aufgaben, zu deren Lösung das Material hier zusammen- 
gestellt wird, beziehen sich auf das Potential zunächst in einem 
Räume, welcher durch den Mantel eines (halben) Rotationskegels 
begrenzt wird. Bezeichnet 0^ eine Gonstante zwischen und \n, 
80 ist die Gleichung eines solchen Mantels 0=^0^. Durch die 
Festsetzung, dass 0^ ein spitzer Winkel sein soll, ist zugleich die 
positive Richtung der X-Axe bestimmt-, die Unbestimmtheit im Grenz- 
falle 0^==^n ist unerheblich. 

Es handelt sieh dann erstens um die Bestimmung des Potentials 
V in einem der beiden Räume ^ ^ &o? welches sich auf eine Masse 
mit gegebener Dichtigkeit k bezieht, die im Räume resp. 0^0^ 
yertheilt ist, zweitens um das Potential v einer Flächenbelegung 
des Mantels Ö = ö„ in den beiden Räumen <0q und ö > ö^^. 
Aehnliche Aufgaben können auch für die drei und mehr Räume 
behandelt werden, in welche der ganze Raum durch zwei oder 
mehr Flächen = 0^, d == 0, , etc. zerschnitten wird. Der Bogen 
0, , der (s. 0.) unter n zu nehmen ist, kann dann selbstverständlich 
nicht immer unter \n gewählt werden, wie es für 0^ freistand. 
Wir setzen fest, dass d^ < ^^ <7r sei, während noch immer 
^o<i^ bleibt. Ist Masse mit der Dichtigkeit k in dem Baume 
<^o < < 0i vorhanden, so kann man das Potential V in den beiden 
Räumen < < 0^, 0, < < tv auffinden; femer ist das Flächen- 
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Potential y auf den beiden Mantelflächen 6 = 0^^ und = 0, ge- 
geben, so lässt es sich in den drei Bäumen 0<0o9 ^o'^^'^^d 
6^<.d <,n ermitteln. 

Sind 7] und d zwei Werthe der Goordinaten 0, welche Punkten 
angehören, die in demselben oder in verschiedenen ron den beiden 
oder Ton den drei getrennten Räumen liegen, so kann man immer 
die positive Kichtung der Axe der X so bestimmen, dass nicht 
beide Bogen ij und zugleich, sondern höchstens einer von ihnen 
grösser als ^n wird. Dies wird mit Bücksicht auf das unten fol- 
gende Additionstheorem (2ö) bemerkt. 

Die Gleichung Jy = verwandelt sich nach Einfbhnmg der 
Polarcoordinaten in die I. 303 für T gefundene, auch hier, im zweiten 
Bande, bereits auf S. 81 vorgekommene 

d^rr) . 1 d /. ndY\.l_ d'r _^ 
"^ ör' "^ sinö d0 V^^^ Ö0 / + rii^ ö^ - ^• 
Ftlhrt man q = logr statt r ein, so entsteht aus ihr 

ö'v , öv . ö'v , , ^ öv , '1 ÖV ^ 

Diese Gleichung kann hier nicht auf dieselbe Art integrirt 
werden wie bei den Untersuchungen über die Kugel. Dort hatte 
man nämlich Lösungen aufzufinden, welche zugleich mit ihren ersten 
Differentialquotienten nach und tp, aber nicht nach r, im ganzen 
Baume zwischen zwei Kugeln, von denen eine event. den Badios 
oder oc besitzt, continuirlich bleiben, während hier, ausser der 
Gontinuität der Function selbst noch die der Differentialquotienten 
nach r und tp, nicht nach 0, in zusammenhängenden Bäumen ge- 
fordert wird. 

Wir suchen zunächst eine geeignete Entwickelung von T, der 
reciproken Entfernung von Punkten [x, y, z] und [a, b, c], oder Ton 
Punkten (r, 0, ^) und (s, ij^ cu) auf. Man hat 



yr'— 2r«cosy + «' V'2[cosf(^— a)— eosy] 

Der Satz von Fourier giebt*) 

^ '^0 foosc»— cosy 



r = 



*) M. vergl. I. 300—301. Dort wurde bereits kurz über die EegelfunctioneQ 
gehandelt, welche in diesem Kapitel ihre Anwendung finden; ebendaselbst sind die 
Arbeiten citirt, in welchen Herr Mehl er diese Functionen einführte. 
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Bedeutet x irgend eine Zahl, so setzen wir 

/oQ\ »(/')/ \ i^ • /** CO» Oft da 

(23) . . . Ä^^a?) = - — coB/UTri/ . 7 ~f 

^ ^ ycoBat + a? 

wo die Quadratwurzeln positiv zu nehmen sind. Die Gonstante, 
welche das Integral multiplicirt, ist nach der Bestimmung des Herrn 

Mehl er so gewählt worden, dass man hat ^(0)=1; unendlich 
wird das Integral nur fllr a? = — 1. 

Unter der Eegelfunotion f^(x) werde ich das arithme- 
tische Mittel aus SifQß+O.i) und Ä^(a?— O.t) verstehen*); im 
allgemeinen ist daher ^(x)^V(x)j und nur dann unterscheidet 
8ich { von ^ (und damit ändeii; die hier gegebene Definition der 
Kugelfunction die ursprüngliche in einem Falle ab), wenn x eine 
negative reelle Zahl und zugleich absolut grösser als 1 ist. 

Nach der Festsetzung unter (23) wird, wenn man einen Buch- 
staben % einführt, erhalten 

yr.s 

(24)... s = /"-?2!Ker;?)_r(-co8y)d^. 

^ "^ J COSfiTTI 

Ehe wir zu weiteren Umformungen der rechten Seite dieser 
Gleichung übergehen, handeln wir über die verschiedenen Aus- 
drücke der Eegelfunction durch ein Integral, betrachten 
aber nur den Fall eines reellen x. 

1) Wenn x positiv ist und 

a) a; > 1 , so setze man x = cos di und verstehe unter die 
positive Zahl. Dann lässt sich f(cos^O oder, was dasselbe ist, 
A(cos0) durch folgende Integrale darstellen 

n ^, ^„ . /** cosauda /•* cosoruda 

-^r(cosöt) = cosjuyff/ . ^ =/ . - 

y2 '^ fcosat + cosö« ^ y cos öt— cos ai 



. . . /** sin au da 

%/ Vo.na rri — fl.f\ 



^ l^cosat — cosöt 
Diese von Herrn Mehler gefundenen Ausdrücke beweise ich im 



*) Herr Mehl er bemerkt in seinem Osterprogramm (Elbing 1870), dass die 
Kegelfnnction ebenso wie beim Kegel sich auch beim Rotationshyperboloid ver- 
wenden 1Ü89(. 
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89. Bande von Borchardt's Journal*) durch die Methoden von 
Gauchy. Aus je einer von den Gleichungen 

yCOBÖf— C08»i ^ l^eOB öl — COH Äl 

in denen die Integration nach der complexen Zahl % üher das 
innere Ufer eincB RechteckB erfolgt, welches die yier Punkte 

zu Eckpunkten hat (wo unter oo das auf reellem Wege Wachsende 
zu verstehen ist), ergiebt sich nämlich fast ohne Rechnung, dass 
in der obigen viergliedrigen Gleichung f&r I das erste Integral 
gleich dem zweiten, resp. dass es gleich dem dritten sei. 

Jedes der obigen beiden Integrale nach % setzt sich nämlich aus vier Inte- 
gralen zusammen, die successive über die Wege AH, BC, CD, DA zu nehmen 
sind. Die Integrale über BC und DA sind Null, da der Zähler der Function 
cos |U3 resp. sin/ujs und der Integrationsweg endlich, der Nenner, d. i. die Qua- 
dratwurzel, unendlich wird. Daher ist jedes der Integrale über DC gleich dem 
Integrale derselben Function über den inneren Rand von AB. Man beachte 
dass im ganzen Innern von ABCD niemals cos 0t — cosst negativ und reell 
wird; der reelle Theil der Quadratwurzel hieraus wechselt daher nicht das 
Zeichen, sondern bleibt positiv, wenn wir ihn für einen Werth von S6 positiv 
nehmen. 

Der Weg DC umfasst die Punkte z = x-^-ni, wo x von — ao bis x 
wächst; daher sind die beiden Integrale nach j5 auf dem Wege DA resp. 

/ cos uxdx . /** co&uxdx 
, sm jUTif / lL^ , 
_^ ycosdi-\-cosxi «^^ ycosöt-f-cosici 

d. i. nach (23) resp. 

n; V'2f^(cosÖi), n ^2iangfini ^(cosÖt). 

Wir kommen zu der Integration auf dem innem Rande von AB, so dass, 
wenn € eine unendlich kleine positive Grösse bezeichnet, z die Gerade jb=x -f- £t 
zu durchlaufen hat, wo x von — oo bis oo wächst. Wir haben die Quadrat- 
wurzel im Nenner der zu int^grirenden Function auf diesem Wege zu verfolgeo, 
auf dem wir noch die Punkte — O-^-ni und 6-\'ni in*s Auge fassen müssen. 

Man hat 

cosÖi — cosai = (costÖ — coswj.cose) — t sin ia? sin«. 

Der reelle Theil dieses Ausdrucks ist negativ von x = — oo bis d? = — 6, ferner 
von bis oc; er ist positiv von x = — d bis x = 0. Der imaginäre Theil 
ist positiv für negative x, negativ für positive x. Ist q eine beliebige, p eine 
positive Zahl, so werden die mit positivem reellen Theile genommeueo Wunein 
aus — 9+P^ bekanntlich durch folgende Gleichungen gegeben 

^^^Ji = ^-ig + i Yp' + ?± i^q+i }'F^+?- 

*) Einige Anwendangen der Residnenrechnnng von Cauehy S. 23 — 37. 
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Bei uns wird p unendlich klein, also, je nachdem q positiv oder negativ ist, 
der reelle oder imaginäre Theil der rechten Seite unendlich klein und man 
findet, dass 

y cos 0i — - cos zi 
auf dem inneren Ufer von AB ist 

f j^sojt — cosö» von x = — oc bis x= — 6, 

yc^di — cosa» „ x=—0 „ x = 0, 

— iycosxi — cosöt ,, ju = ö „ o; = oo. 

Hieraus folgt unmittelbar, dass, wenn man nach js über den Weg AB inte- 
grirt, sei 

'^ cos fix dx 



l'^cos 0i — cos st «^ ^ 



y^cos 0i — cos st «^ y'cos 6i — 



6 

OD 



cosrrt 



/sinjuisdis o/** sinfixdx 
)/cos 0% — cos zi »^ ycosxt — cos 0i 

Hierdurch ist die viergliedrige Gleichung für {(cos dt) bewiesen. 

6) Wenn aber oj < 1 ist und man a? = cos ö, < ö < ^ setzt, 

so wird 

TT -XI, ^x . /** coQauda r^ co^auida 
--^v(coB0) = co^fint / = / '^ 

y2 '^ ycosat+cosö -^ ycosa — cosö 

Man erkennt dies aus der Gleichung 



/ 






l^cosa — cosö 

in welcher die Integration auf dem inneren Ufer eines Rechtecks 

erfolgt, welches die vier Punkte 

i4=— 71, B = n, C = ^ + oc.t, />=— 7i-}-oo.t 

za Eckpunkten hat. 

Man findet nämlich, wenn man wie oben verfahrt, dass das Integral über 
CD NuH wird, weil die zu integrirende Function verschwindet; ferner dass 

/cos Ä — cos ö 
auf dem inneren Ufer von BC ist, für z =: n-\-yi: 

— t l^cos y t + cos ö von y = bis y z=z oo; 
auf dem inneren Ufer von AD ist, für z = —n-{-yi: 

tj^costy-j-cosö von y = bis y = oo; 
auf dem inneren Ufer von AB ist, für z = x: 

i}/cos6^ — cosa? von a: = — n bis a? = ~ ö, 

/cosa; — cosÖ ,, a? = — ,, x = 0, 

— t)/co8Ö — cosa; „ x = „ a: = «. 
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Setzt man diese Ausdrficke io das Integral nach s em» so erhalt man sofort 
den aogegebenen Ausdruck von t(cos0}. 

2) Wenn x negativ reell ist und 

d) x = —eosOi, d. h. x negativ and grösser als 1, so wird 
nach (23) 

jr(-co8«±0.0 

y2 . r f ^ cosgjMdg /•• e(^afida "1 

"" ^ Vooscfi— cas(öiHK).0 % Vcosoi— oosöiJ 

In dem ersten Integrale hat man die Wurzel ans einem Ausdruck 
■— p+O.i zu ziehen, vro p positiv ist; diese, wenn man den unend- 
lich kleinen reellen Theil positiv nimmt und dann zur Grenze flber- 

geht, verwandelt sieh (s. o.) in +t|/p. Demnach l&sst sich das 
erste Integral nach der viergliedrigen Formel unter 1, d) durch 
l(eoB0i) ausdrücken, so dass man erh&lt 

Ä^(~co8W±0.t) 

= — — cos/ufv t / +t cos/um r (cos öi). 

^ ^ y cos Ol— cos 0t 

Nimmt man das arithmetische Mittel aus den beiden vorstehendoB 
Werthen, so erhält man schliesslich die Gleichung 

w(u)/ nr, V^ • /** HOB afi da 

r"^("-cosöi) = - — Gosnfit/ ^ ^ • 

^ ^ ycosot — cosdt 

6) Setzt man f&r x eine negative Zahl, die kleiner als 1 ist, 
also x = cosd, wo man ^n <0 <n zu nehmen hat, so ist I = ^ 
und t(x) wird in diesem Falle durch die rechte Seite von (23) 
ausgedrückt; auch die Gleichung unter 1, 6) bleibt in diesem Falle 
gültig. 

Wir finden also u. a. das Resultat: Die Eegelfunction 

t^^^x) lässt sich für alle Werthe von x, mit Ausnahme der 
Werthe « = — costd» durch das Integral 

^2 . /•* costfjudo 



1^\x)^^eoBfinif 



ycosaf + « 
darstellen. 

Durch die Substitution a = log;^ nimmt dies die Form an 



f.(^) = Ä^/ 



»^1+2»* + «' 
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Versteht man unter d eine positive Zahl, so ist ferner 

r(— cosöt) = - — eosfinti '^ 

^ »^ ycosa«— cosöf 

Anmerkung. Die Werthe von I^^ für ein unendliches ju er- 
hält man durch die im I. Bande angegebenen Methoden. So findet 

man als angenäherten Werth erstens ron I^(cos6') 






V« rf« 



}^*^ t^cosa — eosö 

and nach der Substitution a = O-^ß 






V.ß- ^^ 



i2J y2sin(Ö-i/»)sini/y 

Man macht fiß = x, wodurch die Grenzen von x Null und i/lO 
werden, überzeugt sich aber leicht davon, dass es genügt, wenn 

man nur bis 0)/]u integrirt. Das Integral unterscheidet sich dann 
nur um einen von 1 unendlich wenig verschiedenen Factor von 



y'jusinö*^ ^lAWiO 

80 dass man mit Herrn Mehler findet 

r (cosö) = . , (ji = oo). 

y2^frsm0 

Um zweitens den angenäherten Werth von f"(cosöt) zu er- 
halten, gehe man von der Formel aus 

r (cos öl) = - — / . 

J^ /* ^ cosg^icos/gfi-t-sing/usin/yfi ,^ 

"" ^-J )/cosöi-cos(ö-/?)f 

Setzt man statt des Nenners das Produkt 

JL./ ^ 



|/j^ ' COSÖf— cos(ö — /?)t * 

und bemerkt, dass der zweite Factor für /? = in 

J^— »sin« ' e«— «-* 
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übergeht, 8o giebt der 4. Satz I. 62—63 sofort 

rCcosö») = -=^ /, , ^ , Ow = oü). 

Behandelt man drittens das Integral f&r I^(— cosdt) auf gleiche 
Art, und bemerkt, dass es genügt, das Integral bis zu einem end- 
lichen Werth, nicht bis oo zu nehmen, so erhält man 



*i/x ^.x 2co8jU7rt cosOuö + Itt) 
r(-cosöO = -—^ . , ^\ ^ , fi = 



oo. 



Aus den verschiedenen Formen fbr I findet man, mit Henn 
Mehler, wenn unendlich gros^ und fi endlich ist, ohne Schwie- 
rigkeit 

and wenn ft unendlich gross aber 6 unendlich Uein, doch so be- 
schaffen ist, dass fi6 ein endlicher positiver Werth x trird 

§ 61. Wenn die Eegelfunctionen auf diese Art definirt sind, 
so findet man, ähnlich wie bei den Eugelfunctionen (I, (52)), ein 
Additionstheorem für die Eegelfunctionen. Hier beschränke ich mich 
darauf, es in dem Falle anzugeben, dass die beiden Argumente x 
und y, auf die es sich bezieht, zugleich grösser oder zugleich kleiner 
als 1 sind. Es wird das Additionstheorem für die Eegel- 
functionen durch die Gleichungen ausgedrückt: 



r(Ä) = 2I' 



(25) ... » = xy — }^x^— 1 )/y'— 1 cos^p, 

(4|/^^^ l/p^)''eosi'9) d'^rCx) d'^riy) 



(4iM'+l)(4iU*+9)..,(4/u'+(2y-l)') dx^ öy" 

Hier kann man für beide Buchstaben x und y positive 
Zahlen setzen, oder für einen eine positive, für den an- 
deren eine negative Zahl. Ist nämlich entweder x>y>^ 
oder a; < y < 1, so kann man x auch einen negativen Werth 

ertheilen. Die Quadratwurzeln ^x^— 1 und ^y^ — 1 erhalten 
das Zeichen von x resp. y. 

Für den Fall, dass x und y positiv und grösser als 1 sind, hat 
Herr Mehler diese Gleichungen im wesentlichen angegeben. Er 
findet nämlich durch eine Methode, welche allerdings eine unmittel- 
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bare Uebertragung auf andere Fälle nicht zulässt, für K^(&) in 

diesem Falle, d. i. also zugleich für f (3), wenn wieder x = cosid 
und y = ooshj gesetzt wird, die Formel 

wo man unter A folgende Function von x zu verstehen hat 

1 /*« 

Ay =^ — / (cosöt + t8inöicosqp)"*'*"^*co8y9)dqp 

__ 

= V — 7=7 — ,713^1 x (— tsiniö)-''/ (cosöt— cosatV^^cosiuada. 

Man erhält hieraus By durch Vertauschung von 6 und x mit 17 und 
y, und von ju mit — ju. 

Um den Beweis der Gleichungen (25) vorzubereiten, zeigen 
wir, dass dieEegelfunetionen nichts anderes sind als Engel- 
functionen, deren oberer Index n imaginär ist Hierdurch 
ist der Gang unserer ferneren Untersuchungen vorgezeichnet, und 
man hat nur geringe Modificationen der früheren Entwickelungen 
zu erwarten. 

Definirt man für positive x, wie I, (5), die Function erster 
Art P durch 

(x + cos g) . y a:'— 1)* (Up, 

wo rechts auch n mit —n—l vertauscht werden darf*), und Q wie 
1. 161 (25, c) durch ein Glied der Doppelgleichung 

(?-(x) =r-7— . t-T-rNn^-i = A^-cosici/i^^/dr, 

»/ (o? + cos tu . y rr'— 1) ^ 

doch so, dass im Querschnitt (für ein x, welches kleiner als 1 ist) 
0"(a?) das arithmetische Mittel aus 0**(a? + 0.») und 0"(a?— O.t) be- 
deutet, so erhält man, wenn x eine positive Zahl bezeichnet, 
die beiden Gleichungen 

(26) . . . r(x) = F-*-^^*(a?) = P"*~^'(rc), 
Die erste von ihnen hat Herr Mehle r gefunden. 

*) Unter einer n^n Potenz von z hat man hier die (eindentige) Hauptpotenz 
zu Terstehen. Hauptpotenz 2*, wenn z nicht eine negative reelle Zahl bedeutet, ist 

die £«xponentialreihe für e"'^^', wenn man dem natürlichen Logarithmus logz einen 
imaginären Theil giebt, welcher zwischen — ni und ni liegt. 

Heine« Anwendungen der Kagelfunctioneu. 9. Anfl. 15 
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Anmerkung. Wie allgemein P^^ mit PJ"*""* zoßammen- 
hängt, zeigt die erste Gleichung auf I. 207. 

§ 62. Zu diesen Beziehungen zwischen t, P und Q gelangt 
man, wenn man davon ausgeht, dass T derselben Gleichung wie 
y, also 

3; = [2(eoBf(^ — or) — cosy)]-* 
der folgenden 

genttgt. Multiplicirt man dieselbe mit cos|u(^ — (r)d^ und integrirt 
von — oo bis oc, so folgt unmittelbar, dass das Integral, also nach 

(23), dass St'*(eoMy) ein Integral von 

(27)... ^ + cotgö^ + ^|^-(^'+i)Ä=0 

sei. Hier treten die in y vorkommenden Bogen tj und oi als Con- 
stante auf; setzt man 17 = 0, so verwandelt sich 9^ in und man 

findet, dass j^(cos0) ein Integral von 

(27, a)... ^+eotgÖ^-0u»+i)y = O 

ist, gleichgültig, ob einen reellen oder imaginären Bogen be- 
zeichnet. Setzt man n — O statt 0, so ändert sich die Gleichang 
nicht; da ferner ^(cosd) f)ir = endlich bleibt, während 
Äcos(7r — ö) ftür ö = unendlich wird, so sind ^''(cosö) und 
Ä^(— cosö) zwei verschiedene Integrale von (27, a). 

Setzt man — i + jw» = n oder — i--iu» = n, so geht (27, a) in 
(6) auf I. 49 und (27) in I, (51), die Gleichungen der Eugelfonc- 
tionen von cos (9 resp. cos/ über, und die Eegelfunctionen sind 
daher in der That nichts anderes als Eugelfunctionen mit imagi- 
närem oberen Index n = — i+iut. Das Additionstheorem für die 
Eegelfunctionen erster Art lässt sieh also, indem man durch die 
Differentiation von l(x) nach x Zugeordnete bildet (welche f&r 
endliche x endlich bleiben, wenn nicht o; = — 1 gesetzt wird), 
genau auf dieselbe Art ableiten wie dies für die Eegelfunctionen 
auf der Seite 312 im ersten Bande geschah; nur die Bestimmung 
der dort auftretenden Gonstanten a würde eine besondere Betrach- 
tung erfordern. 
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Wir beweisen nun die Gleichungen (26), und zwar erstens 
die erste derselben; hier sind zwei Fälle zu unterscheiden. 
d) Es sei x = eost(9 und 6 reell und positiT. 
Diesen Fall behandelt Herr Mehl er, indem er in das Integral 

P^(x) = —J{<^ + cos 9 . y«'— 1)" iif 



fbr 9) eine neue YerAnderliche a durch die Gleichung 

a?+ l^a?*— l.cos^ Ä= eost^— tsint^cosg) = c* 

einfbhrt, so dass a^ während fp von bis n wächst, ron 6 bis 
— d abnimmt. Man findet also 



--""w = -:^/' 



^i^\-e }^cosf9f — cosat 

d. i. nach § 60, 1, a) gleich ^(x) und endlich gleich V*{x). 

Anmerkung. Indem man dieselbe Transformation in dem 
Ausdrucke auf der rechten Seite von (35, f) in I. 215 anbringt, 
erhält man das dritte Glied der Gleichung des Herrn Mehler f&r 
A^ im § 61. 

6) Es sei X = cosö, < ö < \n* 

Setzt man cos(9 — t sind cos ^ = », so hat man, um das Integral 
fhr P nach fp von bis n zu nehmen, nach z über die Gerade zu 
integriren, welche die Punkte a = cosö — «sinöund 6 = cosö-j-tsinö 
verbindet. Diese ist parallel der Axe des Imaginären. Es wird 

Am — 1 dz ^ l dz 

^^ sinÖsiny T" "" T ']^i_2acosÖ+»' ' 

wo die Wurzel positiv zu nehmen ist; Null wird sie nur an den 

Endpunkten a und b. Das Integral, welches gleich 7rjP"(coBd) ist, 

wird also 

z^dz 



^-/tt^ 



yi-2ÄCosÖ+»' ' 

wenn das Integral über die Gerade ab genommen ist. Daf&r kann 
man die Integration auch über den ganzen Bogen des Einheits- 
kreises (des Kreises um den Anfangspunkt mit dem Radius 1), 
welcher a und 6 verbindet, ausführen. Denn die zu integrirende 
Function verschwindet nicht in dem Innern des Kreisabschnittes 
zwischen der Sehne ab und dem Bogen ab, verschwindet nur in 
den beiden Punkten des Randes a, b. Auch bleibt z^ im Ab- 

15* 
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P '^^ (C08Ö) = p^ / , 

ny2*^^ yeosa — 



schnitte continuirlich und eindeutig , da « dort nicht negativ reell 
wird. Setzt man dann » = &^, so durchläuft » den Bogen, wenn 
a Yon — ^ bis d wächst. Daher wird 

cosd 

Nach § 60 unter 1, b) ist die rechte Seite f (cosd), und dadurch 
der Beweis von der ersten der Gleichungen (26) geliefert 

Zweitens beweisen wir die Gleichungen (26), welche sich anf 
Q beziehen. 

a) Es sei x = cosdi, und reell und positi . 

Durch die Substitution 



aj + costu.ya?'— 1 = e^ 
entsteht aus der ersten Gleichung für Q im § 61 



i/2.(?"^^*(co8öi) =y 



^ y cos Ol — cos öl 
Nach § 60 unter 1, ä) zieht man hieraus 

— cos/iim(?""*^^*(ßosöi) 

f2 . /•* cosa/uda , . • . «i*^ ^.v 

= — — cosjUTfi / -\-tsmfin%.v(eoB0t). 

^ •^ Kcosai— cosöt 

Vertauscht man hier /u mit —fi, wodurch {^(cosöi) sich (S. 219) 
nicht ändert, und addirt die so entstehende Gleichung zu der vor- 
stehenden , so ergiebt sich (26). — Endlich ist der Beweis derselben 
Gleichung zu führen 

6) wenn x =. cosö, < ö < in. 

Da das Argument x hier im Querschnitt liegt, also Q(x) das 

arithmetische Mittel aus Q(x+0.i) ist, so setze man, um beide 

Fälle gleichzeitig zu behandeln, je eines der beiden Paare von 

Gleichungen 

cosÖ+fsinöcosftt = e", a = p+9«- 

Während u von bis oo wächst, wächst p von bis oo ohne je 
abzunehmen, und q von asymptotisch zu \n. Man hat daher 

/(cosö+t8inöcosti«)"*~^'rfii = + / . ^ . . — -T-- 



Das Quadrat des Nenners auf der Rechten ist identisch 2(cosai— cos<?). 
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der Nenner selbst das Produkt der positiven Grösse 

— fsinösintwe^ip 

mit t(eos^94lfsiu^9). Derselbe hat also auf dem Integrationswege, 
je nachdem die oberen oder unteren Zeichen genommen werden, 
das positive oder negative Zeichen, so dass in beiden Fällen die 
rechte Seite der obigen Gleichung 



/ 



^0i i J^2(coscft — cos 0) 

als Nenner einen Ausdruck mit positivem reellen Theile besitzt. 
Als Integrationsweg kann statt der vorgeschriebenen, von + öt aus- 
gebenden und nach co<f ^m geftihrten Gurve eine andere diese 
beiden Punkte verbindende gewählt werden, die in dem Recht- 
ecke bleibt, welches zu Eckpunkten hat 

0, -ji^niy oo+ini, cso. 

Wir wählen, um die Punkte +iO nicht zu umschliessen und die 
Linien auszuschliessen, welche in der Entfernung ^n der Axe des 
Reellen parallel laufen, als Weg das innere Ufer der drei Geraden 
von +6% nach 0, von nach oo, von oo bis oo+ini. Da ferner 
das Integral nach a, von oo bis oo+^ni. Null ist, so kann man 
statt des ursprünglich vorgeschriebenen Weges von a den gerad- 
linigen von +0 zu und darauf von nach oo nehmen. Man 
erhält dadurch 

/OB 
(cos ö + 1 sin ö cos ti*)~*""^* du 



e~«^» da 



/±0i e-^f^ida ±. n ^ 

1^2 (cos öt-^ cos Ö) •{ ]^! 



2(cosat — cosö) 

Bildet man nun das arithmetische Mittel der beiden Integrale auf 
der Linken, fährt auch im ersten Integral a,\ statt a als Veränder- 
liche ein, so entsteht 



-H-/'» 



er^^'^da f^ miapiida 



(cosö) = / ■ - — / 



^ j^2(cosat— C08Ö) *^ 1^2 (cos a — cos ö) 



Aendert man schliesslich ju in — /li um und addirt die entstehende 
Gleichung zur obigen, so erhält man 

ty 1/ V r r» Afl. /vft — (*A 



|/2(C0Sat— -C08Ö) 
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und dies ist die zu beweisende Gleichung aus (26), da das Integral 
auf der Rechten, nach § 60, S. 222, gleich ist 



C0B/u;rt 

Aus den Functionen l(x) kann man, ähnlich wie aus den 
Eugelfunctionen, v^ Zugeordnete bilden, indem man sie v mal nach 
X diflferentiirt und mit der v*®° Potenz von ^x*—l multiplicirt 
Diese Zugeordneten bleiben, ebenso wie jene Differentialquotienten, 
ausser für ^ = — 1 endlich. Man bildet diese Differentialquotienten 
sofort, wenn x positiv ist, indem man den Ausdruck von V(x) 

i2 . /•* cosa/uda 

COSjMTTt ' 



•/ 



^ % ]/cos at + a? 

V mal unter dem Integral differentiirt. Ist aber x negativ, so kommt 
man durch das so eben gewonnene Resultat zum Ziele, nach wel- 
chem I(— a?) (im wesentlichen) mit der Function (?(«), also die 
zugeordnete Eegelfunction mit dem Ausdruck von Oi"^ auf 1. 224 

/ "(a? — cosif?.}/a:'— l)"cosi>'f?dt? 



übereinstimmt. 

Den Ausdruck solcher Zugeordneten durch hypergeometrisehe 
Reihen findet man im § 64. 

§ 63. Bedeutet %, wie in (25), den Ausdruck 

% r= xy — y«'— 1 Vy'— 1 cosy, 

so ist die Function V (s) selbst, und mit ihren Differentialquotienten 
nach q>, (s. d. Schluss des § 62) endlich und continuirlieh nach (p, 
wenn s für keinen Werth von q> zwischen —n und n gleich 
— 1 wird. 

Es seien, bis die Bestimmung (in diesem Paragraphen unten) 
wieder aufgehoben wird, x und y positive reelle und ungleiche 
Zahlen, entweder beide grösser als 1 oder beide kleiner als 1. In 
dem ersten Falle bleibt s offenbar für jeden Weiiih von q> positiv. 
Im letzteren Falle, setzt man x = cosd, y = cosi;, und ninmit 6 
und jj zwischen und ^n, so bleibt ä flir alle Weiiihe von (p zwi- 
schen — n und n positiv. 

Da l(%) und die Differentialquotienten von I nach 9 auch 
periodisch nach q> sind, so lassen sie sich nach dem Zusätze za 
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Dir i Chiefs Satz ttbiar die Entwickelnng von Fanctionen in trigo- 
nometrische Reihen, der sich auf die Entwickelnng periodischer 
continnirlicher Functionen bezieht, (und, aus einer früheren Arbeit 
im Borchardt'schen Journal, L 56 wiederholt wurde), in gleich- 
massig convergente Reihen entwickeln, woraus man beweisen 
kann, dass man den Differentialquotient von I(is) erhält, indem 
man die Summe der Differentialquotienten aller Glieder der trigono- 
metrischen Reihe für l(i) bildet. 

Setzt man xp — (o fUr q> und cosd und cos?; für x und y, so 
wird V(ji) der Gleich. (27) genügen. Entwickelt man femer t"(a) 
in die trigonometrische Reihe 

f (ä) = J?'flyC08J'(V'— «!>), 

so wird Uy eine Function von x und y, welche offenbar derselben 

Gleichung genügt, wie die Zugeordneten i?(a;) und Ql(x) in Bezug 

auf Xy oder wie /^(y) und (?"(y) in Bezug auf y, wenn man nur 
n = —i-{-fii setzt, nämlich der Gleichung 

Da V(x) und f"(— a?) zwei Lösungen derselben fllr r = sind, 
80 ist aus den Untersuchungen des ersten Bandes klar, dass die 
Lösungen von (a) für ein beliebiges ganzzahliges v Zugeordnete sind 

Aehnliches lässt sich über die Art sagen, auf welche y in Uy 
eingeht. 

Für V*(x) und f(— a?) setzen wir nunmehr ihre Werthe aus 
(26), drücken die ersteren also durch P und die letzteren durch Q 
aus. Man benutzt nun die ftlr die Zugeordneten gefundenen Formeln 
aus I. 204 und 206 

-, . 2» n(n + v)n(n-v) r^. ^ j—^ — -.« . 

K(x) =— Jl2 n J (« + C08Vy«'~l) cosvflpdqp 



nnnu'-v /-ä — :ryd''P^(x) 



= 2- "I W ^'-l 



iI2n ' dx' ' 

so wie die aus I. 224, L 160 und (e) in L 227 (in Bezug auf die 
Ableitung der letzteren vergl. m. die 1. Anmerkung zum laufenden 
Paragraphen) 
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_ /7 (2fi+l).C08y7r .--^ — Ty d*'Q''(x) 
^ ~2«ilnil(ii + y) ^^ ^ dx"" ' 

Man setze diese Werthe zuerst in das Additionstheorem I, (52) 

für die Kugeifunctionen erster Art P ein und giebt dort a^T^ die 
Form 

a(-) = 1 4» n(n-i )n (n^i) ^ 

^ Dasselbe bleibt noch für n= — i+jui, wenigstens wenn s positiv 
ist, gültig, da die Ableitung desselben durch die zweite Methode 
I, § 76 in diesem Falle noch gestattet ist. Vergl. 2. Anm. zum 
laufenden Paragraphen. (Man sieht aus derselben, dass vorläufig, 
wenn x und y kleiner als 1 sind, rj und unter ^n genommen 
werden mussten.) So entsteht die Gleichung 

"^^ (4iu'+l)(4^H9)...(V+(2v-iy) bx^ dy- 

Eine zweite Gleichung erhält man für die Kugelfunction zweiter 
Art aus der vorstehenden, wenn man in ihr gleichzeitig P(j5) und 
Pix) mit Q(s) und Q{x) vertauscht, vorausgesetzt, dass x der Be- 
dingung genügt (m. vergl. die I. 334 gegebenen nothwendigen Be- 
dingungen) 



a? — 1 y— 1 

Es muss also für solche x und y^ die grösser als 1 sind, x>yi 
für solche, die kleiner als 1 sind, x <:y, also.(a? = cosö, y = cosi?) 
der Bogen tj kleiner als d sein. 

Benutzt man nun die erste der Gleich. (26), so ist die Tor- 
stehende Formel selbst das Additionstheorem (25), aber nur f&r 
positive X und y. Die zweite, Q enthaltende Formel liefert die Er- 
gänzung, wenn man sie zu der addirt, welche aus ihr durch Ver- 
tauschung von fi mit — ju entsteht. Muitiplicirt man nämlich die 
Summe noch mit cosjUTit und dividirt durch n, so verwandelt sich 
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nach (26) die linke Seite in 

r(-») = rC-o.y + J^^^'^yp^cosy), 

während die rechte Seite, abgesehen von den numeriBchen Con- 
gtanten, welche man aus (25) entnimmt, als Factor von cosyqp 
enthält 

Versteht man jetzt unter y noch immer eine positive, unter x 
aber eine positive oder negative Grösse und giebt }/x^—l das 
Zeichen von x, so hat man das Additionstheorem (25) mit 
den im § 61 angegebenen näheren Bestimmungen bewiesen, 
— vorläufig freilich, in dem Falle dass x und y kleiner als 1 sind, 
noch mit der Beschränkung für q>, dass cos 7^ positiv sei. So lange 
Tj und 6 unter ^n liegen, ist diese von selbst erfüllt. 

Von diesen Beschränkungen lässt die Formel sich jedoch be- 
freien; man wird auch bemerken, dass im Falle x < 1, ^ < 1, eine 
der beiden Formeln genügen wtlrde, indem man durch die folgenden 
Betrachtungen aus ihr auch die zweite gewinnen kann. Es ist näm- 
lich sowohl 1(eoB'y) als der Differentialquotient dieser Function nach 
r^ oder d eine continuirliche periodische Function von q>, so dass 
man nicht nur wie am Anfang dieses Paragraphen setzen kann 

(fc) ... f(cosy) = SuyGosv<p, 
sondern auch, wenn i eine Function von 17 und bezeichnet, 

-3^r(cosy) = StyQOQvq). 

Die letzte Reihe muss ebenso wie die erste in gleichem Grade con- 
vergiren; ihr Integral nach 6 wird also genommen indem man sie 
gliedweise integrirt. Hieraus folgt, dass (6) nach q>, tj oder d da- 
durch differentiirt werden kann, dass man die Reihe auf der Rechten 
gliedweise differentiii-t. M. vergl. die Bemerk, auf S. 231. 

Da I(cos/) und der Differentialquotient dieser Function nach 
f] oder d offenbar continuirlich bleiben, indem bei uns cosy nicht 
—1 werden kann, so bleiben auch u und die Differentialquotienten 
von u continuirlich. 

Wir bezeichnen hier, wo es sich um Werthe von x handelt, 
die kleiner als 1 sind, nicht ganz analog der Bezeichnung bei den 
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Eugelfunctionen, mit ly, der Zugeordneten, den Ausdrack 



wo yi—x^ das Zeichen von 0? erhält, und c eine hier gleichgültige 

Constante vorstellt. Man beachte, dass ly (^), wenn x vom Positiven 

zum Negativen übergeht, sich bei a; = nicht in f?(— «), sondern 

in cosyTify (— a?) continuirlich ändert Es seien femer a, 6, g, h Con- 
stante. Dann wird u, weil es der Differentialgleichung (a) genügt, 
von der Form sein 

u^ = [af{f(cosö)+6f?(-cosö)][p!f(co8i7) + Älf(-co8J7)]. 

Setzt man 17 = 0, so würde Uy unendlich, also I(co8^) nicht con- 
tinuirlich sein, wenn nicht h gleich wäre. Der Ausdruck Uy muss 
aber im ganzen Verlauf dieselben Gostanten g und h behalten, weil 
u und sein Differentialquotient nach 17 continuirlich bleiben. Folg- 
lich wird h = bleiben für alle 17 von bis an in. Ebenso be- 
weist man, dass 6 Null ist, dass also 

Uy = agffJ(cosiy)fJ^(cosö) 

fUr alle tj und sei, die in Frage kommen. Wählt man tj und 
so, dass eoBy für alle 9 positiv bleibt, so kennt man bereits die Con- 
stante ag; dieselbe hat man also für alle 17 und unter ^n fest- 
zuhalten. 

Hätte man aber den zweiten Fall des Additionssatzes zu be- 
handeln, also fi<:0<:in zu nehmen und 

P'(— cosy) = f"(— cosijcosö — siniysinöcosflp) 

darzustellen, so würde man, um die Constanten in Uy zu bestimmen, 
zuerst 17 = setzen. Hierdurch zeigt sich, dass h Null ist, und man 
erhält 

V* (— cos ö cos jy — sin ö sin 1/ cos qi) 

= 2'fllf?(cosij)[al{l'(cosÖ) + /?f"(— cosÖ)]oosyg>. 

Nun lasse man wachsen, von einem Werth über 17 bis ^n, und 
dann darüber hinaus bis yr— C> wo 17 < C < i^* Da weder +cosfl 
noch — cosy durch —1 geht, so bleibt Alles auf beiden Seiten con- 
tinuirlich und man erhält, wenn man noch q) in n — q> umwandelt 

V (cos J7 cos ^ + sin 17 sin f cos qp) 
= 2gK (cos i7)[oIy (— cos Q + ßt" (cos ö] cosi'^p. 
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Diese Formel muss mit der früheren ttbereinstimmeo; man hat daher 
a = and g gleich der früheren Gonstanten ag zu setzen. Setzt 
man dies ein, so findet man in der That 

f (— cosy) = 2aj^(co8i7)fif(— eo8Ö)oosv<p. 

1. Anmerkang. Bei dem Beweise I. §. 53, dass Ql sieh durch 
das bekannte Integral darstellen lasse, war S. 227 ausdrücklich vor* 
ausgesetzt worden, dass n einen positiven reellen Theil besitze. Dies 
ist hier nicht der Fall. Der Umstand aber, dass dieser reelle Theil 
ein negativer echter Bruch, hier —^ ist, erlaubt es, die Formel 
auch im vorliegenden Falle anzuwenden. Wir müssen dazu das Be- 
weisverfahren, welches I. 225 — 228 angewandt wurde, dem vor- 
liegenden Falle entsprechend abändern und zwar den Beweis von 
(b) in I. 226 modificiren. 

Das dort S. 225 behandelte Integral tOy giebt offenbar, wenn 
der Buchstabe x, wie bei uns, in der oberen Grenze des Integrals 
vorkommt, statt der dortigen Gleichung (a) eine solche, die man 
aus ihr erhält, wenn man die erste Zeile derselben unverändert 
lässt, ihre zweite Zeile aber durch 

ersetzt, wo A folgende Bedeutung hat 

A = r^ sin(» 4-I)y — sinyy =- + cos »y . Va?'— 1 -^ 

^r /. }/x^—l dcoso) \ rsinya)! 
= r«[co8.9,(8m9, ^j^^ ^;___^J, 

WO q> den Werth dieser Veränderlichen an der oberen Grenze be- 
zeichnet. Ist diese nicht die Grösse, für welche r verschwindet, son- 
dern nur derselben sehr nahe, nämlich durch 

X 

cos© = «H — , - 

gegeben, wo c eine unendlich kleine Constante bezeichnet, so wird 
der Faktor von cosi^qp gleich 

• 1 

^ ' (oj'— l)8mqp 

und daher 

. __ ^^, xeo»vg>-\-^x^—l C08(»+l)y 
~~ (a?*— l)sinqp 
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Da iB unserem Falle a + l =: 4^ -|- /ut ist, so yerschwindet also A Ar 
e = mit r und die Gleich. (6) auf S. 226 ist bewiesen. Der flbrige 
Theil des Beweises bleibt unverändert. 

2. Anmerkung. Die Berechtigung zur Anwendung der SubsUlulioneOf 
deren man sich beim Beweise des Additionstheorems für die P und Q bediente 
(I. 319 resp. 335 unter 6), bedarf auch in dem vorliegenden Falle eines com- 
plexen n keiner weiteren Untersuchung, wenn die positiven Zahlen x und y, 
dort X und x^, grösser als 1 sind. Die Entwickelungen auf* S. 319 bedürfeo 
aber einer Ergänzung, wenn die positiven Zahlen x und x^ kleiner als 1 sind, 
indem dann eine imaginäre Substitution auftritt, welche Tür ganzzahlige n un- 
bedenklich war. 

Setzt man dort 

a? = cosö, a:j = cosf, <i <i^n; < ^ < ^tt, 

so fragt es sich, welchen Weg % durcliläuft, während tj auf reellem Wege von 
bis n wächst. Man hat nach I. 39 zwischen x und fj, wenn man das 
Imaginäre aus dem Nenner durch Multiplikation fortschafft, die Beziehungen 

cosw — tsin77cos0 

c'Jf = • 

l-|-sin0sin7/ 

Setzt man x =^ —a'\-bi, so wird a mit tj von bis n wachsen, und e~~* 
wird der Modulus der rechten Seite obiger Gleichung, also 

0^ 1 — sindsini? 

1 -|-sin0sin]j 

— — — )• 

Die Gleich. (34, a) in I. 211, welche unverändert gilt wenn n eine be- 
liebige Zahl bezeichnet, zeigt, dass 

sich in eine nach Cosinus, der Vielfachen von (p^Xy ^^V- ^^^ % fortschreitende 
Reihe entwickeln lassen, wenn x und x^ positiv sind und der Modulus des 
imaginären Theiles von x» <!• i* w^n 6 kleiner bleibt als resp. 

ÄPj — 1 X — 1 

d. h. als logcotg^^^ resp. logcotg^d. Diese beiden Bedingungen sind bei uns 
sicher erfüllt, wenn 

logcotg (J^ —J < logcotg^^, logcotg^-^ ^) < logcotg^Ö. 

7t 

Die Bogen, deren Cotangenten zu nehmen sind, liegen unter -r-; die Be- 
dingungen lauten also 

Sind diese BedinguQgen erfüllt, so giebt die Summe der beiden Integrale nach 
X in I. 319 offenbar dasselbe, als ob x ^^ reellem Wege von bis n wächst. 
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Id der That hat man nun 

(a:, + cos(y+X).ya;J — 1)" = S'a^cosv(<p±x). 

wo ay und by aus I. 211 bekannte Functionen von x^ und x sind. Die 
Addition der beiden in der ersten von diesen zwei Gleichungen enthaltenen 
Ausdrücke giebt 

22! Oy cos vg> cos vx ; 

indem das Integral von 2cos'y%dX von bis 7t gleich n wird, hat man das 
verlangte Resultat. 

Das Integral I. 319 



r< 



(a — bcosfi^csmrjydi], 



in welchem nach ij auf reellem Wege integrirt wird, lasst sich, wie ebendaselbst 
gezeigt ist, in 



/^(»-cos(j7qpd).Va»-l)"dj7 





verwandeln. Hier ist 

z = cos cos ^ -f sind sin ^ cos <p^ 

also sicher positiv (da 0-{-l^<Z^n), Aus den dortigen Gleichungen 

— ifc = cos^sind— cos^sin^cosd = cosd/l — a', 

— IC = sin^sin^ = sind |/l — as' 

ist klar, dass d reell ist. Man darf also in dem obigen Integral fiir d setzen, 
wodurch es sich in P^Qi) verwandelt. 

Die Untersuchungen über Q, auf S. 335, bedürfen keiner Ergänzung. 

§ 64. Von dieser Stelle an behandele loh ausschliesslich den 
Fall, der f&r das Folgende allein von Wichtigkeit ist, in welchem 
die in » vorkommenden x und y kleiner als 1 sind. In diesem 
Falle kann man die Gleichung der Zugeordneten zu I, nämlich 
Gleich, (a) des § 63, durch Beihen integriren. Setzt man in (a) 
vorübergehend n(fi+l) statt n^+h s^ ^^^ ^^^ Legendre (1. 221) 
eine Lösung derselben durch eine hypergeometrische Reihe ausge- 
drückt, nämlich durch 

w- (4il-)'X-."+M+..^> 

Herr Hermite, ausgehend von seinen allgemeinen Untersuchungen*) 
über die L am ^ 'sehen Functionen, zeigte, dass man durch Ver- 



*) M. vergl. den am SchloBse dieses Bandes befindlichen Zusatz zu S. 221 
des I. Bandes. 
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tauschung von x mit — x, wie in jenem allgemeinen Falle, wiederum 
eine Lösung demselben Differentialgleieh. (a) erhalten müsse, n&mlich 

w- (-i±i-)'X-».»+M+..-t±i> 

Bei Herrn Her mite stellt, in dem allgemeinen wie in dem spe- 

ciellen Falle, n eine ganze positive Zahl Tor, während v dort eine 

beliebige positive Zahl w^ird, und dieser letztere Umstand gestattet, 

die Gleich, (a) durch die Lösungen (a) und (ß) yollst&ndig za inte- 

griren. Denn es lässt sich zeigen, dass immer und nur filr y = 0, 

1, 2, etc. n diese beiden Losungen gleich sind. Auch bei uns, wo 

ftlr V eine ganze Zahl, flir n aber —i+jut zu setzen ist, werden 

die Lösungen (a) und (ß) verschieden. 

Wir zeigen zunächst, dass die beiden Lösungen für alle ganzen 
positiven n und v, die letztere Zahl nicht grösser als n genommen, 
gleich sind. Zuerst für y = reduciren sie sich auf die Ausdrücke (fr) und 
(c) in I. 18 für P^(x). Man hat demnach für alle ganzen n, wenn man 
1 — a? = 2t> setzt, 

(y) ... P"(a?) = F(— n,if + l, !,!?) = cos«;». f(—ii,n+l, 1, 1 — c). 
Integrirt man diese Gleichung v mal nach f> von bis r, so wird die linke Seile 

-^F(— fi,n + l.y + l,t?). 

So lange n eine ganze Zahl ist, besitzt diese Reihe eine «idlicfae Anzahl 
Glieder, also auch eine endliche Summe für = 1. Diese wird 

|r(^n.n + l,. + !>!)= n{v + n)n{v-n^i) ^ 

also, wegen des unendlich grossen 17(v — n — 1), Null so lange die ganze 
Zahl y nicht n überschreitet. Daher ist das y-fache Integral der rechten Seile 
von (y) nach e gleich 

i?!(^_->L (i_„)Vi.(_„, „+4. ,+1. 1-.). 

Die Functionen (a) und (ß) sind aber in dem Falle des Herrn 
Uermite oder in dem unserigen verschiedene Integrale, da (o) lur 
X = \ NuD, (/?) aber oo wird. 

In der That sind dann die Faktoren, welche die hypei^eometrischen Reihen 
in (or) und (/?) multipliciren resp. und oo, die Reihen selbst resp. 1 und 
P(^^n,n'\-i,v-{'\, 1). Ist n = —^-\'^i und y = 0, so hat die letzte 
Reihe eine unendliche Summe (I. 108); ist v eine grössere Zahl, so ist die 
Summe endlich und von Null verschieden. Aehnlich verhält es sich, wenn fi 
eine ganze Zahl, v eine gebrochene oder irrationale ist. 

Man bemerke noch, dass die Differentialgleichung der hypergeometriscben 
Reihe, welche eine Lösung F(a, ß, y, x) besitzt, auch eine zweite, im allge- 
meinen verschiedene 
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besitzt, woraus ffir « = — n, ß = n-\'i, y = V'-\-i die beiden Lösungen 
im vorliegenden Falle entstehen, wenn man x mit -|-(l-j~^) vertauscht. Gleich 
werden die Lösungen immer, wenn, wie in unserem speciellen Falle, von den 
Constanten 

n(y-l)n(y — g — /?— 1) i7(y — i)JT(a + /?~y— 1) 
JI(y_a-l)II(y-/y-l) ' jr(a -1)7109-1) 

die erste 0, die zweite endlich und von Null verschieden ist. Man überzeugt 
sich hiervon, wenn man F(a, ß, y, x) durch zwei andere Integrale der Diffe- 
rentialgleichung für die hypergeometrische ausdrückt, nämlich setzt 

P(a,ß,Y,x) = aF(a,/9,a + /?+i-y,l-"aj) 

+ 6f'(l-ar)y-"-''F(y-a,y-fty + l-a-ftl-(r), 

und die Gonstanten a und b bestimmt, indem man x gleich und darauf gleich 
1 setzt. Der Faktor von b ist aber gleich dem Ausdruck (d) nach der be- 
kannten Gleichung 

F(a,ß,y,x) = (l-rr)y-«-''F(y-a,y-/?,y,aj). 

Von den Functionen l(x) und l(r-x) ist die erste endlich für 
a? = 1 und unendlich fttr a? = — 1, die zweite unendlich für a? = 1 
und endlich ftlr a; = -— 1. Dasselbe gilt von den Produkten von 
^x^—1 in die y**° Differentialquotienten von f(a?) resp. f(— a?). 
Der Ausdruck (a) verh&lt sich daher wie t(a;), und (ß) wie ((— x\ 
so dass 

' das' ' ' da:' 

sieh nnr darch einen constanten Faktor von (a) resp. (ß) unter- 
Bobeiden. Man hat also 

f&r positive Werthe von x, und dieselbe Oleichung, die nur statt c 
eine andere Constante c, enthalten könnte, flir negative x. Nun 
ist aber nach S. 222, da x absolut genommen 1 nicht überschreitet, 

^2 . /*" QOBafida 



f(x) = -^ COSjUTJl/ 



]^C08 at + a? 

Der Werth x = gehört als Grenzfall dem Falle des positiven und 
des negativen x an. Fttr x = reduciren sich die hypergeometri- 
schen Beihen auf dieselbe Constante 

F(-fi,n + l, l+i.,i); 

es wird daher c, = c, und dieselbe Gleichung gilt f&r positive und 
negative x. Die Summe der hypergeometrischen Reihe mit dem 
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letzten Element ^, and hieraas c, findet man dareh die Gleichung 

die Samme ist nämlich gleich 

(i/<-^±^, ^, 1+., i) 

1^^ IIv 



2»^ jj 2»— 1 + 2/m 21^— 1— 2/ut 



4 4 

Beqaemer, nämlich ohne Benatzang der Hülfsgleichang, bestimmt 
man aber c ans dem Werthe x = l^ der die hypergeometrisclie 
Reihe zu 1 macht; man erhält nämlich 

Es kommt daher daraaf an, den Werth des Integrals 

cosa/cida 



/ 



(coslaiV*'-*-^ 

—00 

zo finden, oder, was auf dasselbe hinaaskommt, von 



/ 



Das Prodakt aaf der Rechten reducirt man aaf 

TT 



ra+fii)ni-fii) = 



C0Sju;n 
So erhält man einen einfachen Ausdruck ftir c, und daraus 

• (28)... (l-x'fl^ 

-K-t) jj^ ty{.<»h 

wenn man setzt 

Setzt man diesen Ausdruck in die Gleichung (25) des Ad- 
ditionstheorems ein, und macht ausserdem x = cosd^ y = cos 17, so 
findet man: 

Sind 17 und d zwei Bogen, entweder beide unter \ny 
oder der erste unter ^n, der zweite zwischen 17 und /r— 17; 



§64,29. Kegel. 241 

liegt ferner q) zwischen —n und +n; setzt man endlich 

cosy = cosi/cosö + siniysinöcosqp, 
(4/x'+l)(4/i'+9)...(4^'+(2y-l)') 
"'"'' [2.4.6...(2v)]» ' "«"''' 

80 ist das Additionstheorem 

OD 

(29) . . . f"(co8y) = ^'ayt"(cosj?)fv(cosö)coßi'7rcosy5p. 

Macht man ij = ö = ^yr, so wird f"(0) durch den Ausdruck 
gewonnen, der oben schon (S. 240), für den Werth | des letzten 
Elementes, als Summe einer hypergeometrisehen Reihe gefunden 
war. Man erhält dadurch 

iv\y)- 2^ nK2i'-l+2iui)f/K2i'-l-2^i) ' 

Setzt man diesen Werth in die Additionsformel ein, so findet man 

die Darstellung von I(cos9)) durch eine trigonometrische 

Reihe 

*^r ^ ft f V+1 o I (4iU»+l)(4^»+25) , , 1 
rccosy) = a[i+^gq:^ eos2<p + -^^ 

.r , V+9 ^ , (4iu'+9 )(4 Ai'+49) -. , 1 

- H^^y+ 4,?+26^"«^y+ (W25)(4^'+81) '''^V + ':'[ 

wo a und b durch die Gleichungen bestimmt werden 

^ = (^(-i+i^OiI(-i-i/*i))^ 06 = ^^- 

Der Ausdruck von ab ist hier zusammengezogen mit Hülfe der Formel 

/ — 

Bei der Angabe der vorhergehenden Foimel sind der besseren 
Uebersicht halber die Glieder yerschoben, während die Reihe, um 
f ftlr alle q>, also auch für qp = 0, zu geben, so umzustellen ist, dass 
die Vielfachen von q> in der Ordnung der natürlichen Zahlen auf- 
einander folgen. Uebrigens lässt sich der Goefficient von cosv9> 
auch u. a. in die Form bringen 



cosy/r.cosjUTri 



■ ii(irpl+4)„(i^_4) 



"(^+4)"(^-4) 

wo fbr y = die Hälfte zu nehmen ist. 

Heine, Anwemlungen der Kugelfunciionen. 2. Anfl. 16 
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§ 65. Vermittelst der im Vorhergehenden gefundenen Glei- 
chungen findet man aus (24) die £ntwickelung von 7* nach 
Eegelfunctionen. 

In der That, setzt man in diese Gleichung den Ausdruck fllr 

V*(—coBy) aus (29) ein, so erhält man iFtlr die reciproke Ent- 
fernung zweier Punkte mit den Coordinaten r oder Q,6,tp 
und 8 oder a,fj, to die schliessliche Form 

1 • 

T = —=r- ^'cosi'(U^ — w) X 

yrs 

J a^f"(ooß(7r-ö))i;;(oosi7)cos/M(^-<r)-^^^^. 

Hier können 17 und Q zwischen und n liegen, aber für 37 ist der 
kleinere von den beiden Bogen zu nehmen (17 <0)* 

Den Quotienten von a^ und cos^^t kann man auch durch die 
Formel umgestalten 

ay ^2 JI(»4-iui~i)n(»-iui-~i) 
cosjum fr Hvllv 

Wir sind nunmehr im Stande, die Hauptaufgaben zu lösen, mn 
welche es sich bei den Untersuchungen über das Potential für den 
Kegel handelt. Zur Abkürzung setzen wir in diesem Para- 
graphen überall { ohne Index für Vi. 

Das Potential v sei als Function von r und V^^ (oder von ^ 
und 1/;), auf dem Mantel eines Halb -Kegels d = d^ oder zweier 
== 9^ und — d^ gegeben ; man soll es in den beiden resp. den 
drei Bäumen aufsuchen, in welche der ganze Baum durch die eine 
oder die zwei Flächen getheilt wird. 

a) Es soll V sich auf einer Fläche = 0^ ftü^in in eine 

gegebene Function, -;=-/'(?, v) verwandeln, wo ^ fllr r = von V 

unabhängig sein muss. Wird dieselbe dort unendlich, so findet man 
streng genommen nicht ein Potential v, sondern den Grenzfall 
eines solchen. Ebenso stellt v dann keinen Zustand des elektri- 
schen Gleichgewichts dar. Die Dichtigkeit x darf pnendlieh 
werden (M. vergL S. 62), ohne dass die ganze Masse unendlich wird. 
Man entwickele f in eine trigonometrische Beihe nach \f 
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Jede von diesen Functionen [^"Kq) oder f "^^C^), die zunächst schlecht- 
weg durch f(Q) bezeichnet werden mag, iässt sich durch ein 
Fourier'sches Integral darstellen, so dass man hat 



—00 



Da die Functionen 

f(C0SÖ)C0Sju(^ — <7)C0SI^, f (C06Ö)CO8/i(ß — a^Binv^f, 

der Differentialgleichung für 3; im § 62 genügen, so wird 

4^/ ^f^^f f('')'^^f^(Q-<')da 



—00 — 00 



mal cosvv' oder sinyt^ ein Ausdruck sein, welcher der Differential- 
gleichung für S genügt, sich ftlr 6 = 6^ in das Produkt von cosyi// 
oder ßinyt// und f(Q) verwandelt, und für ö < ö^ endlich bleibt. 
Man hat demnach: Die Function 



/ 



— 00 



1 OD /*• 

2nyr ^_^ 
I(cosö) 



I(co8Öo) 



(/"("^ (a) cos y V + f "^ (j5) sin vyp) QOB/n(Q — a)da 



ist das Potential, welches sich auf der Eegelfläche in die 
gegebene Function f(Q, \p) verwandelt und im Innern der Eegel- 
fläche endlich bleibt. Vertauscht man den Quotienten I(cos0):f(coB0o) 
mit I(— cos0):I(— -cos^o), so ist der entstehende Ausdruck v«^ das 
Potential im äusseren Baume. 

Die obige Formel kann man offenbar mit 



—71 — «O 



r 



f(cosö) , V ,, v^ 

«7 2~ COSfiC^ — a)C08l'(l!/ — w)9jU 

f(cOSÖo) '^^^ ^ ^^ ^ ^ 



vertauschen; für v« erhält man den Ausdruck, welcher aus dem vor- 
stehenden durch Yertauschung des Quotienten I(cosd):f(cosdo) mit 
f(— cosö):f(— cosöj entsteht. 

Diese Formen verschaffen uns unmittelbar xo, die Dichtigkeit 
der Belegung des Kegelmantels fUr die Green' sehe Function. Was 
S. 90 in Formel (6) durch Vodo bezeichnet wurde, ist hier in einem 

Punkte («, ö^, fti) des Kegelmantels ö = ö^ gleich f(p, (o)sid(od8, da 

16* 
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das Oberfläehenelement 

wird; man hat daher als die Dichtigkeit derjenigen Belegung 
im Punkte (s, ö^, w) des Mantels, welche der Green'schen 
Function für den Pol (r, 6, xp) im Innern des Kegels ent- 
spricht 

1 «, n f(cosö) / N / x^ 

Liegt der Pol im äusseren Räume, so giebt dieselbe Formel die 
Dichtigkeit, wenn man nur 6 und d^ mit n — d und n — d^ vertauscht. 
Die Green'sche Function selbst entnimmt man sofort dem 
Ausdrucke von T am Anfange dieses Paragraphen. Für den Pol 
im Innern, der hier durch (ß^r^yw) zu bezeichnen ist, wird sie im 
Punkte (r, Oy xp) des Inneren 



/ 



1 *, 
G^ = —=r- JS ay cos ^^ cos v(tp'-oji)X 
yrs 

" f(— cosgo)f(cos?y)f(co8(?)cosiu(g~g)djtt 

f(C0SÖQ)C0Sjttm 





Liegt aber der Pol (s, rj, (o) im Aeusseren, so hat man im Punkte 
(r, 0, xfi) des Aeusseren 



/ 



00 



1 
Ga = —^=^ 2 ayCOBvfteoHv(xp — €ül)X 

yrs 

I(cosöj,)f(— cosi7)I(— cosÖ)oosju(^ — a)d^ 



f(— oosöjoosjttrri 

Endlich suchen wir die Dichtigkeit x der Flächenbelegang des 

Mantels = 0^ auf, welche die Potentiale v» und v« auf dem Mantel 

1 
selbst zu -j^f^Qy tff) macht Diese ist nach S. 91 

-=4^(45--^) '»' « = ».• 

Um diesen Ausdruck zu vereinfachen, hat man 

I(cosöJ dO ^ ^ f(— cosöj dd ^ ^ 

für 6 = 0^ zu bilden; man kennt aber das einfache Verfahren, 
welches den Werth einer solchen Verbindung von zwei Losungen 
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einer linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung reducirt. Nach- 
dem man die bei demselben eintretende Constante dadurch, dass man 
6 = macht, bestimmt hat, erhält man für das obige Aggregat 

2 cosjum 

n Oy sin 0^^ f (cos 0J f (— cos 0^) 

Setzt man dies ein, so findet man als Dichtigkeit im Punkte 
(r, ö„ xf,) 

U —TT — 00 

cos^(^ — a)co8v(V/ — cti)coß/u7ri 



/ 



-oo 



ayI(C08Öjf(— C08ÖJ 



5iM. 



6) Nach denselben Prinzipien bildet man das Potential v^^ 
welches sich an den beiden Flächen = 0^ und 0=0^ in 
gegebene Functionen f^*/o(?^V') ^^^ ^~^^fi(Qy^) verwandelt, 
und endlich bleibt, wenn ö^ < ö < ö^ ist. Man findet 






/oo 
[/„(ff, w)iloi + fi(ff» w)jl,j608iu(^— ff)eosv(V'- w)ÖiU, 

wenn man setzt 

. _ f(COSg)I(— COSgJ — 1(— C08g )f(C0BgJ 

^^ "^ I(cosöJf(-co8ÖJ - f (coßöjyc- COSÖJ ' 

WO femer die fortgelassenen, den t anzuhängenden oberen und 
unteren Indices (i und v sind, und A^^ aus A^^^ durch Vertauschung 
der Indices und 1 entsteht. 

Hieraus findet man die Dichtigkeit, welche der Green 'sehen 
Function ftr den Pol (r, 0, %p) entspricht, wo ö^ < ö < tf , ist. Man 
liest sie aus dem vorstehenden Werth von xo ab, indem man dort 
den Quotienten !(cosö):f(cosöo) durch A^^ oder A^^ ersetzt, je nach- 
dem es sich um die Belegung des Mantels = 0^ oder = 0^ handelt. 

Es wird überflüssig sein, die Resultate noch ftlr andere Auf- 
gaben derselben Art hier abzuleiten. Wir schliessen unsere Unter- 
suchungen ab, indem wir näher auf ein oben, unter d) gewonnenes 
Resultat eingehen. 

Der dort gefundene Ausdruck xq giebt die Dichtigkeit der 
idealen Vertheilung von Masse im Punkte (s, ö^, w) des Kegel- 
mantels, welche die Wirkung des Poles (r, 0, \p)^ mit der Masse 1, 
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in den zusammenhängenden Theil des Raumes ersetzt, in welchem 
der Pol nicht liegt, oder er giebt die Dichtigkeit der Elektricitäi, 
welche auf dem Mantel des Kegels durch den im Pol befindlichen 
elektrischen Massenpunkt 1 erregt wird. Hier tritt nun der Fall 
ein, dass im Scheitel des Kegels die Dichtigkeit unendlich werden 
kann, während die ganze Masse, die auf irgend einem endlichen 
Theile des Mantels lagert, sogar auf solchem, in welchem der 
Scheitel sich befindet, endlich bleibt 

Wir behandeln nur den einfachsten Fall, in welchem der Pol 
auf der Axe, und zwar in der Entfernung 1 Tom Scheitel liegt. 
Hier ist also 6 = oder ö = tt, je nachdem der Pol sich auf der 
positiven oder negativen Seite des Kegels befindet, so dass von 
ihm aus gesehen der Kegel concav oder convex erscheint Man 
hat also zu setzen ^ = 0, r = l, ö = oder n; 6^ ist, wie schon 
im Eingange, S. 217, bestimmt wurde, nicht grosser als ^n. Da- 
durch wird der Ausdruck der Dichtigkeit im Mantel, je nach der 
Lage des Poles, im ersten resp. zweiten Falle 

__ 1 /** QOB flu dfil 

*"" 47r7?.sinö, ^^ rCcosÖ^) ' 

— ^ /'* cos/ugdjtt 

*' "" 47rV?.sinöo -L« rC-cosÖ«) 

Den Werth , welchen die vorstehenden Integrale flftr * = oder 

a = —oc annehmen, auf dessen Ermittelung es hier ankommt, 

findet man mit Herrn Mehler auf folgende Art: 

Um die beiden Fälle nicht einzeln behandeln zu m&ssen, setzen 
wir im ersten ö^, im zweiten n — d^ gleich l, und fahren einen 
Buchstaben a durch die Gleichung al = n ein. Man geht davon 
aus, dass (S. 221) _ 

^tij^ IN 1^2 f^ cos a/ui da 
r(cosA) = — — / —===^===^ 

^ «^ ycosa—cosA 

fUr ein reelles ju nicht Null werden kann, weil das Element des 
Integrales positiv bleibt. Dagegen verschwindet I genau an einer 
Stelle, wenn ju die imaginären Werthe von bis ai, oder bis — «, 
durchläuft. 

Es ist nämlich 



y2 «^ ycosa — cosÄ 
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offenbar positiv (aa bleibt nämlich nnter n)^ während I^(cosil) 
sehen negativ sein muss, wie man sieht, wenn man das Integral 
von bis l in eines von bis ^X, und eines von ^1 bis il theilt, 
das letzte aber durch die Substitution l^a = ß umformt. Dadurch 
erhält man nämlich 

-y=rt^*(QOßl) = / -y=====- cosaado; 

V2 ^ Lycosa — cosÄ yco8(a— i) — cosiU 

das Element des Integrales auf der rechten Seite ist hier negativ. 
Daher geht V*\ wenn /u von bis a wächst, einmal durch 0, 
und zwar genau einmal und so, dass an dieser Stelle der Diffe- 
rentialquotient von V^* nach fi nicht verschwindet. Denn, 
abgesehen von einem positiven constanten Faktor, ist derselbe 

*^ a Bin afi da 



-/ 



Q l^cosa— oosA 

also negativ, da das Element des Integrals positiv bleibt. Die 
Function f* selbst nimmt also ab, wenn ju von bis a wächst. 

Dieser Werth von fi, der f' zu Null macht, heisse «; er 
liegt, wie man sieht, zwischen ^a und a, und man hat daher 

in <.el<. n. 

Lässt man /u alle Punkte eines unendlichen Rechtecks durch- 
laufen, dessen vier Eckpunkte sind — oo, oo, oo + ai, — oo -f- ai, so 

wird I'' nur für einen Werth von ju, nämlich für fi = ei, gleich Null. 
In der That, bezeichnet man solche Punkte durch g + hi, wo 
h kleiner als a sein muss, so wird 

n ^ ^ r ^ cosgoicosAgdg /*^ 8in^ai8inAada 
^ *^ ^cosa — cosA ^Q ycosa— -cosX 

Soll die Function I verschwinden, so muss auch ihr imaginärer 
Theil, d.i. das letzte Integral, Null werden, während doch das 
Element desselben sein Zeichen nicht wechselt. 

Nach diesen Vorbereitungen transformirt man das oben in Xo 
vorkommende Integral 



/ 



L^ r(cosi)' 

indem man davon ausgeht, dass dieselbe Function nach ii nicht 
auf der Geraden von —oo bis cx>, sondern auf der ganzen Be- 
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grenzang des erwähnten Vierecks in positiver Sichtung genommen, 
gleich ist dem Integrale der Function auf einem unendlich kleinen 
Kreise um den Mittelpunkt ei in positiver Bichtung, d. i. in 
unserem Falle 

wo A den Differentialquotienten von f" nach jtt fUr f^ = « bezeichnet, 
wo also zu setzen ist 

4 — 1^2 /*^ amieada 
^^ l^cosa — oosA 

Daher wird A eine endliche von verschiedene Grosse, sobald 
man nicht X = nimmt, in welchem Falle der Kegel in seine Axe 
ttbergehen wllrde. 

Das Integral ttber das Viereck zerfällt in die Summe von vier 
Integralen, von denen zwei Null sind, nämlich die von oo bis 
oo+fli und von — oo bis — oo-f-at. In der That ist 



/' 



rccosA) 

fttr gf = +00 Null da, wenn man ^ = <7+iw setzt, wo x von 
bis a wächst, das Integral in 



I^ 



'cosX) 

übergeht und die Function I im Nenner wie c^^ in's Unendliche 
wächst, während der Zähler des Integi-ales, da a gleich — cx) wird, 
zu Null abnimmt. 

Endlich das Integral von — oo+at bis oo-^ai ist gleich dem 
Produkte 



»«0 



-/ 



in dem das Integral sicher nicht unendlich wird. Berücksichtigt 
man, dass eX^n und aX=^ny also « < a ist, so ist klar, dass 
das Integral von — cx> -|- ai bis oo + at für a = —oo noch stärker 
zu Null convergirt als das Integral über den unendlich kleinen 
Kreis um den Mittelpunkt et, und man findet daher 

— *— = be^^ = 65« 

/ r(cosÄ) 



/ 
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für a = — oo oder « = 0, wenn 6 eine endliche Grösse vorstellt. 
Daher hat x die Form 

das Element der Masse, in welchem der Scheitel des Kegels liegt, 
ist femer 

Hier bezeichnet also e die kleinste positive, zwischen ^ und -y 

liegende Wurzel der Gleichung f"*(co8i) = 0, d.i. von der Glei- 
chung 

1^ l-4g^ . MO , (1-40(9-40 . 4,0 , . 

1 + 2 2 ^^^^ + "^ 2.2.4.4 ®*^ * + ^^' "^ ^" 

Für den grössten Werth, den l annehmen kann, nämlich l = n, 
oder vielmehr, wenn X unendlich nahe an tt herankommt, wird £ 
gleich ij genauer unendlich wenig grösser als i* In der That 
folgt aus der vorstehenden Gleichung zunächst 

9-4g' . ,,, . , _ 4 ^ 

2.2.4 ^'"^ 4^+ etc. - (4ß»-l)sinHi "" ' 

die Seihe auf der linken Seite wird für A = tt unendlich , und 
zwar -{- oo, wenn « < ^ ist, während der Ausdruck auf der rechten 
Seite zu +00 wächst, wenn man e unendlich wenig über ^ nimmt. 
Lässt man X abnehmen, so wird für X = in die Wurzel e 
gleich f ; dies ist der Grenzfall, in welchem der Kegel in eine un- 
endliche Ebene übergeht. Nimmt X noch weiter ab, so wird, wenn 
man X etwa gleich 0, S.tt nimmt, « = |. Für ein unendlich kleines 
X verwandelt sich unsere Gleichung in J^Xe) = 0, und man hat 

daher e etwa gleich 2, 4 • -y- zu setzen. 

Hieraus geht hervor, dass die Dichtigkeit der Masse im Scheitel, 
wenn der Pol auf der convexen Seite (in der Entfernung 1 vom 
Scheitel, und auf der Axe des Kegels) liegt, unendlich wird-, wenn 
der Pol auf der hohlen Seite liegt. Null wird; im Grenzfalle, beim 
Uebergange des Kegels in eine Ebene, endlich bleibt. Die Dichtig- 
keit Xo in einem Punkte des Mantels, welcher vom Scheitel die 
Entfernung s besitzt, wird nämlich mit abnehmendem s oo oder 
etwa von der Ordnung 
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wie Ä~* für X ==• n, 

r, S' „ A = 0, 3.71, 



24 



wie s^^^' für ein kleines l. In allen Fällen bleibt also das Hassen- 
element endlich, da dies in dem angegebenen Falle von derselben 
Ordnung ist wie eine Potenz von s mit dem Exponenten resp. 

24 



0, 1, 2, 1+ 



101 



Zusatz zum f&nften Kapitel. (M. vergl. S. 231 und 233.) 

Unter f(x) ist eine von x =^ — n bis x = n endlich bleibende, con- 
tinuirlicbe und einwerthige Function zu verstehen, die nicht unendlich oft vom 
Wachsen zum Abnehmen übergeht. Ihr DiiTerentialquotient nach x sei eine 
Function f^(x) mit denselben Eigenschaften. Ferner sei /"(tt) = f( — n). 

Aus dem Zusätze „lieber trigonometrische Reihen" im 1. Bande ist be- 
kannt, dass jede von den beiden Functionen f(x) und f'(x) sich durch eine 
Fourier'sche Reihe 

^(a?) = ^jj-f-^^cosnaj+JS^nSinnj?, 

ff(x) = ib^ +2bnCosnx+2BnSinnx 

darstellen lässt, die in gleichem Grade convergirt. Von solchen einfachen 
Functionen fCpci), um die es sich gerade vorzugsweise bei den Anwendungen 
der Mathematik auf die Physik handelt, lässt sich beweisen, dass der Differential- 
quotient der ersten trigonometrischen Reihe die Summe der Differentialquotienten 
der einzelnen Glieder sei. Es ist also zu zeigen, dass man hat 

bn = nAn, ßj» = —nun, 6o = ^• 
Beweis. Zunächst erhält man 

nb, =y^f(x)dx = f(n)-f(-n) = 0. 

■—TT 

Für die weitere Beweisführung sei daran erinnert, dass nein, fibnt ni„ 
und nBn nie unendlich werden. Indem man nun f'(x) von bis x nach 
X integrirt, erhält man 

Diese trigonometrische Reihe muss mit der für f(x) gegebenen abereinstimmen. 
Man hat daher, wenn n >> 0, wirklich 

bn = nAn, Bn^—na 



*n» 
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Dieses Resultat modificirt sich, wenn fQc) nicht mehr allen obigen Be- 
dingungen genfigt. War z. B. f( — n) nicht gleich /(^)> sondern ist 
f(n) — /*( — 7f) eine von Null verschiedene Gonstante» die wir gleich nx 
setzen, so wird b^ = x. Ferner wird durch die Integration von f* (x) nicht 
mehr fQr) gleich der vorstehenden trigonometrischen Reihe, sondern ist gleich 
dieser vermehrt um ^xx. Setzt man dies Glied in eine trigonometrische Reihe 
um, durch die Gleichung 

Xx = —2 — cosnnsmnx, 
n 

so findet man also 

ä»y X i»y^\ I «, 1 n . »/■ x SinftJJ „„ COSftO? 

f(x)=f(0)+2—Bn+2(bn—xGOBn7i)—^ SB, -— . 

Hieraus folgt, dass ausser der obigen Gleichung b^^x, noch, wenn n >> 
ist, die folgenden bestehen: 

bn — xcosnn = nAn, Bn = -— «««• 

Also wird der DifTerentialquotient von 

f(x^ = ^a^'\-2anCosnx-\'2Ans'mnx 

nicht mehr, wie im vorigen Falle, die (nicht nothwendig convergirende) Reihe 

— SnOn^innx -{-2nAnCosnx, 
sondern es wird 

f'(x) = ix^Snansinnx-]'S(nAn-]'Xcosnn)cosnx. 

Es entsteht also f'(x) nicht, wenn man die gegebene Reihe für f(x) 
gliedweise differentiirt, sondern erst dann, wenn man die (offenbar) gleiche Reihe 

f(x) = iaQ'\'ixX'\-2anCosnx-\-S\An-] cosnrjjcosna? 

gliedweise differentiirt. Aehnliche Sätze findet man für Entwickelungen nach Kugel- 
functionen. 



Sechstes KapiteL 

Die Methode der reciproken Radii vectores. Zwei Kugeln. 

Rotirendes Kreissegment 

§ 66. Die Methode, über welche hier gehandelt wird, rührt 
von Herrn William Thomson her. Im 10. Bde des Liouville'- 
schen Jonmals*) entdeckt man schon die zu Grunde liegenden 
Gedanken, deren Ausftlhrnng sich in zwei Briefen des Verfassers **) 

*) Extrait d'nne lettre de M. W. Thomson k M. Lionville p. 364—367; 
datirt Cambridge, 8. October 1845. 

**) Eztraits de deax lettres adress^es ä M. Liouville par M. William 
Thomson. Lionville, J. d. M. T. 12 p. 256—264. M. vergl. anch Cambridge 
and Dnblin math. Journal Vol. V, p. 1 — 9. 
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aus Cambridge , 26. Juni 1846 und Knock , 16. Sept. 1846 findet. 
In einer unmittelbar dieser Arbeit folgenden Abhandlung*) giebt 
Herr Liouyille weitere Entwickelungen über diesen Gegenstand; 
ihm gebührt auch das Verdienst, „die ganze Wichtigkeit der Arbeit, 
von welcher de^r junge Mathematiker von Glasgow^ einen kurzen 
Auszug gegeben hat, sofort erkannt zu haben. 

Prinzip der Abbildung. Von einem festen Punkte y aus 
bildet man jeden Punkt p im Räume in einem Punkte p ab, der 
auf der Geraden yf derartig liegt, dass /p.}')) = 1 wird. Ist y der 
Mittelpunkt eines Kreises mit dem Radius 1, und zieht man durch 
p einen Durchmesser, so sind die zwei Schnittpunkte des Durch- 
messers mit dem Kreise und das Punktenpaar p> p vier harmonische 
Punkte, und zwar sind p und p zugeordnet. Wesentlich nach 
Thomson, der den Radius allgemein lässt und nicht gleich 1 setzt, 
nennen wir p und p reciproke Punkte und :p das Bild von p. 

Bezeichnung. Wenn ein romischer Buchstabe verwendet 
wird, der sich auf den abzubildenden Gegenstand bezieht, so yer- 
wenden wir den entsprechenden deutschen für das Bild. So be- 
zeichneten wir Punkte, die abgebildet werden mit p, die Bilder 
mit p. In ähnlicher Art setzen wir yp gleich Vy und y)f == r. 

' Beziehung zwischen Gegenstand und Bild. Bildet man 
Punkte p und g^ von y aus, in ^ und q ab, so findet unter den 
geraden Linien p9 und pq die Beziehung statt 

pq:pgf = py:gfy = lipy.gy. 

Ist die Gerade p9 unendlich klein, so findet man für die Grösse 
ihres Bildes, d. i. für die Gerade pq die Gleichung 

pg = ^q.py'. 

Ebenso wird auch P9 = pq.9y^ Daher ist das Bild der Geraden 
P9 dieser unendlich kleinen Geraden parallel. Indem dasselbe, was 
für p9 auch für jede von p ausgehende Gerade gilt, findet man: 

Das Bild (f) einer unendlich kleinen Fläche (/*), auf 
welcher ein Punkt p liegt, ist zu f parallel und man hat 

Das Bild n einer unendlich kleinen Geraden n, die auf einer 
Ebene, im Punkte p^ senkrecht steht, ist auf dem Bilde der Ebene 
senkrecht, und man hat n = n.py^ 



*) S. 265—290 : Note au sojet de l'articie prdc^dent. 
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Beziehung zwischen dem Potential des Gegenstandes 
and des Bildes. Zwischen dem Potential, welches sich auf eine 
Fläche, nnd dem, welches sich auf ihr Bild bezieht, findet ein Zu- 
sammenhang statt, der hier entwickelt wird. 

Führt man statt der rechtwinkligen Goordinaten Xy y, a wie 
früher (I. 302) Polarcoordinaten ein r, C, xfß, wo ^ (wie früher 6) 
der Bogen ist, welcher sich zwischen und n bewegt, so ist die 
Differentialgleichung des Potentials v, wenn man sie so umformt, 
dass man nach logr, stMt wie in (50, d) nach r, differentiirt 

+ x^. +-3F5-+e0tgC-äK + --i-TF3nX =0. 



(ölogr)' • ölogr ' Öf' ' ^^ ÖC ' sin'C dtp' 

Es sei Y = F(r, ^, xp) eine Lösung dieser Gleichung, welche, wenn 
der Punkt (r, 5, ip) oder p auf eine gegebene Fläche rückt, sich in 
eine gegebene Function von ^ und ^ verwandelt Der Anfangs- 
punkt der Goordinaten (r = 0) sei der Punkt y, von dem aus wir 
durch reciproke Radii vectores abbilden, und r wird so bestimmt, 
dass man hat xr = 1. 
Setzt man 



» = |<|,c,v), 



so wird ü derselben Differentialgleichung wie v genügen, wenn man 
dort den Buchstaben r mit dem Buchstaben r, rein formal, vertauscht. 
In der That, wenn man ftlr r seinen Werth in r setzt, also — logr 
statt logr^ so bleibt die Gleichung mit Ausnahme der ersten beiden 
Glieder ungeändert. Diese geben aber 

d'y Öv_ 

(ölogr)' ölogr ' 

und wenn man setzt v = ro, 

r d^r> , _Jg_1. 
L(ölogry ^ ölogr J 

Ferner verwandelt sich r> überall in dem Bild der gegebenen Fläche 
in den Werth, welchen rv in den entsprechenden Punkten der ge- 
gebenen Fläche annimmt. 

Wir haben daher das Resultat: 

1) Eine geschlossene Fläche ist gegeben. Man wählt einen 
beliebigen Punkt y, von dem aus man abbildet, den man zugleich 
zum Anfangspunkt von Polarcoordinaten r, J^, \p macht. Jedem 
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Pankte p = (r, t, \p) entspreche der Punkt p = (r, C, VO? wo rr = 1. 
Liegt y im inneren Baume, bo entspricht jedem Punkte p des inneren 
resp. äusseren Baumes ein reeiproker Punkt des äusseren resp. 
inneren Baumes, welcher durch die Bildfläche bestimmt wird; liegt 
aber y im äusseren Baume, so gehören p und p zugleich dem inneren 
und zugleich dem äusseren Baume des Bildes an. 

Ein Punkt p auf der gegebenen Fläche wird mehrfach, wenn 
die Deutlichkeit dadurch gefordert wird, durch p^, der ihm zu- 
gehörige Badiusvector durch r^ bezeichnet; auf den entsprechenden 
Bildpunkt beziehen sich p^ und x^. Handelt es sich um zwei ge- 
gebene Flächen, so werden auf der zweiten die Veränderlichen mit 
dem Index 1 rersehen. 

Man will das Potential v finden, welches sich auf der 
gegebenen Fläche in eine gegebene Function Vo=z(&^) 
verwandelt 

Dazu sucht man das Potential D, welches sich auf der 
Bildfläche in 

verwandelt. Ist dieses gefunden, und erhält man für das- 
selbe in dem Punkte p = (t, ^^^) den Ausdruck 

so wird das gesuchte Potential im Punkte p 

Aehnlich verhält es sich, wenn statt einer mehrere Flächen 
gegeben sind, auf denen das Potential v vorgeschriebene Werthe 
Vq, V,, etc. annehmen soll. 



Ausser dem Potential v hat man in der Begel die Dichtigkeit 
der Masse x zu ermitteln, mit der man die betreffende Fläche zu 
belegen hat, um das Potential zu erzeugen. Diese wird (S. 70) 
durch die Gleichung 

(a)... -4^^ = — + — 

in dem Punkte einer Fläche gefunden, zu welchem die äussere und 
innere Normale n und n, gehören. Auch x lässt sich ermitteln, 
wenn man für den entsprechenden Punkt des Bildes die Dichtigkeit 
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f der Belegung des Bildes kennt, welche erforderlich ist. um t> als 
Potential zu erzeugen. Diese ist mit t> zugleich bekannt, da man hat 

(6)... -4frt = -3- + 



Ott Öttj 

Setzt man in (a) für v seinen Werth rt), so hat man 

dv d(to) dt> . ör 



^d(rol_ &^ dx_ 



dn dn dn dn 

und weil dr : dn an der Fläche continuirlich bleibt, also gleich und 
entgegengesetzt dr:dn^ ist, 






ö» öfi, 

Berflcksichtigt man die S. 252 gefundene Beziehung zwischen den 
unendlich kleinen Normalen dn und dn 

ön = r'ön, aii,=r*ön,, 
so ergiebt sich schliesslich 

Man hat also % = r'I, d. i. das Resultat: 

2) Die Dichtigkeit der Flächenbelegung in Punkten p^ 
der Oberfläche, welche daselbst ein Potential y^ erzeugt, 
ist gleich xl mal der Dichtigkeit einer solchen Belegung 
des Bildes in den entsprechenden Punkten p^ des Bildes 
der Fläche, welche daselbst ein Potential r)^ hervorbringt. 

Auf diese Art ist das Aufsuchen des Potentials und der Dichtig- 
keit der Flächenbelegung einer Figur auf die Ermittelung des Po- 
tentials einer reciproken Figur zurückgebracht 

Aus dem Vorstehenden geht u. a. hervor, dass die Ermittelung 
der Green'schen Function, die sich auf einer gegebenen Fläche 
nnd einen Pol y bezieht, gelingt, wenn man das Potential t) er- 
mitteln kann, welches auf derjenigen Bildfläche, die bei der Ab- 
bildung von y aus entsteht, sich in 1 verwandelt. Man hat dann 
nur G = tt>. Ein Beispiel, die Anwendung dieses Resultats, wel- 
ches auf S. 91 angegeben wurde, auf einen speciellen Fall, die 
Ermittelung der Green'schen Function für die Engel, findet man 
im § 67. 

§ 67. Wir wenden in diesem Kapitel die Thomson'sche Me- 
thode ausschliesslich zur Bestimmung des Potentials v und der 
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Dichtigkeit x bei solehen Flächen an, welche, von einem passend 
gewählten festen Funkte y aus abgebildet, sich in eine Fläche 
verwandeln, für welche man das entsprechende Potential t) und die 
Dichtigkeit t bereits kennt, so dass die gesuchten Ausdrücke v and 
X unmittelbar durch eine Substitution erhalten werden. Man 
kann diese Functionen z. B. sofort für eine Elasticitätsfläche be- 
stimmen, auf welcher der Werth von y^ gegeben ist, indem man 
sie von dem Mittelpunkte aus abbildet, weil das Bild der Elasticitäts- 
fläche die Oberfläche eines dreiaxigen Ellipsoides ist, für welches wir 
aus dem UI. Kapitel t) und I kennen. Da die Formeln keine bemer- 
kenswerthen Resultate ergaben, so f&hren wir die Bechnung nicht aus. 

Wir behandeln hier einige Rotationskörper, auf welche die 
Resultate, wie bei dem bekannten Problem der zwei Kugeln, oder 
Schwierigkeiten, welche man lange Zeit nicht überwinden konnte, 
die Aufmerksamkeit gezogen haben. Für die Lösung derselben ist 
bei der Methode dieses Kapitels, welche eben nur in einem Sub- 
stituiren in bekannte Formeln besteht, der Umstand, dass sie Ro- 
tationskörper sind, völlig unerheblich. Im folgenden Kapitel da- 
gegen betrachten wir Rotationsflächen, die wir nicht von einem 
festen Punkte y abbilden. Wir bilden dort vielmehr jede Meri- 
dianebene von einem in derselben liegenden Punkte y ab, der also 
für die verschiedenen Meridianebenen seine Lage wechselt (ver- 
schiedene geographische Längen erhält). Wenngleich wir dort eben- 
falls die Bestimmung von v und x auf die von D und I ftir das 
Bild zurückführen, so geschieht dies nicht durch eine Substitution 
allein, sondern ausserdem durch eine Betrachtung, für welche es 
wesentlich ist, dass man den Körper durch Rotation erzeugen kann. 

Die erste bedeutendere Aufgabe, die hier gelöst wird, betrifft 
das Potential v im ganzen Räume, wenn es auf der Oberfläche 
zweier Kugeln mit Radien a^ und o^ gegeben ist, erstens, von 
denen die eine die andere ^nz einschliesst, zweitens, welche 
verschiedene Theile des Raumes einschliessen. In beiden Fällen 
ist auch der Grenzfall zu beachten, wenn die Kugeln sich berühren, 
was erstens von innen, zweitens von aussen geschehen kann. Der 
Fall, in welchem die Kugeln sich durchdringen, in welchem also 
ein Körper vorliegt, der durch zwei Kugelkalotten mit gemeinsamem 
Rande begrenzt wird (eine linse), ist gleichfalls zu betrachten. Er 
findet im nächsten Kapitel seine Erledigung. 
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Die Aufgaben in den Fällen, in welchen die Kugeln sich nicht 
durchdringen, hat Thomson bereits im Jahre 1846 in dem ersten 
der erwähnten Schreiben (Liouville's Journal XII, S. 256—263) 
so weit geführt, dass man sie als von ihm gelöst betrachten kann. 
Die kurze Arbeit scheint in Deutschland nicht unmittelbar nach 
ihrem Erscheinen die Beachtung gefunden zu haben, die ihr ge- 
b&hrte und erst indirect, durch Dirichlet's Vorlesungen, bekannter 
geworden zu sein. Dieser zeigte gegen den Schluss seiner Vor- 
lesungen über die Kräfte, welche im umgekehrten Verhältnisse des 
Quadrats der Entfernung wirken, aus dem Sommersemester 1856, 
wie ich einem CoUegienhefte entnehme, welches von Herrn Dede- 
kind herrührt*), wie die Aufgabe, durch die Methode der reciproken 
Radii vectores, sich auf den einfachen Fall zurückführen lässt, dass 
die beiden Kugeln concentrisch sind, indem, bei passender Wahl 
des Punktes y, die Bilder der Kugeln concentrische Kugeln werden. 
Die hierher gehörenden Aufgaben für den Fall concentrischer Kugeln 
sind aber im I. Kapitel § 23, S. 72 und § 21, S. 56 und dadurch 
ahso auch die vorliegenden gelöst. 

Den Grenzfall, den Fall der berührenden Kugeln, behandelt 
man bequemer direct, indem man ihn auf den Fall zurückführt, in 
welchem das Potential, statt auf zwei concentrischen Kugeln, auf 
zwei parallelen Ebenen bekannt ist. 

Dirichlet hat in jener Vorlesung zwar alles für die Lösung 
Erforderliche, aber nicht die fertigen Endformeln gegeben. Diese 
finden sich erst in einer Arbeit**) des Herrn C. Neumann, der 
das fertige Resultat, und zwar durch die Coordinaten dy tp von 
Thomson ausgedrückt giebt. 



Wir beginnen mit den Verhältnissen, welche bei der Abbildung 
einer einzigen Kugel in Betracht kommen. Die Kugel m, d. h. 
mit dem Mittelpunkte m und mit dem Radius a wird vom Punkte 
y aus abgebildet, der in der Figur, ganz willkürlich, in das Innere 



*) Derselbe hat die Güte mir die Benatzung des Heftes zn gestatten. Nach 
Di ri Chiefs Vortrag mache ich unten die Ermittelung des Punktes y von einer 
quadratischen Gleichung abhängig. 

**) Allgemeine Lösung des Problems über den stationären Temperatarzustand 
eines homogenen Korpers welcher von irgend zwei nichtconcentrischen Kugelflächen 
begrenzt wird. Halle, 1862. 

Heine, Anwendungen der Kagolfunctionen. 2. Anfl. 17 
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ym = x, Yp= r, yp = r, wyp = ?, yp.yp = 1. 

der Kugel gelegt ist. Die Linie my sei Xy und der Winkel, den r, 
die von y nach dem beliebigen Punkte p der Eugelfläche gezogene 
Gerade, mit ym bildet, heisse ^. Das Bild von p, ein auf 771 liegen- 
der Punkt, -sei p. Es ist der geometrische Ort von p zu ermitteln, 
wenn p auf der Oberfläche der Kugel fortrückt. 

Wenn p fortrückt, so ändern sich r und ^; sie sind durch die 
Gleichung verbunden 

(a) ... a' = «'— 2arcos5+r'. 

Man findet den Ort von p, wenn man nur t an Stelle von r durch 
die Gleichung rr = 1 einfahrt. Dadurch erhält man 

^,__2r*eo8S_ ^_^^j 
und nach einer leichten Transformation 

Diese Form, verglichen mit (a), zeigt, dass der Ort von p eine 
Kugel wird, deren Radius die positive Grösse 

Q = it — i T 

ist, wo also das obere oder untere Zeichen genommen wird, je 
nachdem / innerhalb oder ausserhalb der gegebenen Kugel liegt 
Femer wird die Entfernung des Mittelpunktes (a der abbildenden 
Kugel von y 

X 

wo ein positiver oder negativer Werth der rechten Seite anzeigt, 
dass man von y aus zu ^ gelangt, wenn man den Zahl werth der 
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rechten Seite, wie in der Figur, von y aus auf der Verlängerung 
der Linie my über y hinaus resp. naeh der entgegengesetzten Rich- 
tung abträgt. In ähnlicher Art ist das Zeichen in der Gleichung 

zu deuten. Man beachte, dass der Mittelpunkt /u der abbildenden 
Kugel das Bild eines Punktes a wird, welcher der vierte harmo- 
nische, y zugeordnete Punkt zu i, y, h ist. Denn man hat 

1 a» 
= a?. 



yii X 

Aber man setzte x^=my und hat my.ma = a^ Also ist die rechte 
Seite der vorstehenden Gleichung ma — my d. i. ay^ daher wirklich 
a der reciproke Punkt zu /tt. . 

Anmerkung. Bekanntlich findet man durch ganz elementare 
geometrische Betrachtungen, dass das Bild eines Kreises iti bei der 
Abbildung von y aus wiederum ein Kreis ist Zieht man von einem 
Aehnlichkeitspunkte y zweier Kreise m und ^i aus Secanten, so 
sind deren vier Durchschnittspunkte mit den Kreisen paarweise 
potenzhaltend. Ist nur der eine Kreis m mit dem Badius a und 
ein Aehnlichkeitspunkt y gegeben, femer die gemeinschaftliche 
Potenz beider Kreise, — hier soll sie 1 sein — so ist der zweite 
Kreis fi mit seinem Radius q bestimmt. Vermittelst der elementaren 
Sätze über Aehnlichkeit der Dreiecke erhält man auch die Aus- 
drücke von qy \iy etc. durch die gegebenen Stücke, dieselben, welche 
man oben fand. . Rückt p auf die Periphie des Kreises m fort, so 
bewegt sich der Potenz haltende Punkt p auf der Peripherie des 
Kreises y.. 

Beispiel. Nach den Prinzipien von Thomson suchen wir 
die Green' sehe Function für eine Kugel m mit dem Radius a in 
Bezug auf einen Pol auf, der y heisse. Wir bilden jeden Punkt p 
der Kugel vom Punkte y aus in )) ab, und setzen wieder yp = r, 
yp = t. Man hat demnach eine solche Function t) ftlr das Bild, 
die Kugel fi mit dem Radius q, zu suchen, welche sich auf der Be- 
grenzung in 1 verwandelt, also im Innern der Kugel /u constant 1 
bleibt; in einem Punkte :p des äusseren Raumes der Kugel /u ist aber 



» = -? 



17 
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Liegt, wie in der neben- 
stehenden Figur, der Pol / 
im Innern der Kugel m, 
so wird fUr einen gleich- 
falls im Innern von m liegen- 
den Punkt p, der reciproke 
p ein äusserer der Engel fi; 
also ist G in p 

Q 




während G, wenn p in den äusseren Raum von m übergeht, selbst- 

verständlich — wird. 

r 

Es hat keine Schwierigkeit, den vorstehenden Ausdruck von G 

so umzugestalten, dass er nur die unmittelbar gegebenen Stücke 

enthält. Um ihn aber in die bekannte einfache Form zu bringen, 

f&hrt man den y zugeordneten vierten harmonischen Punkt zu d, y, h 

ein, der a heisse. Dann ist 

a X a 1 

^ X a^ — x* my ay 

Ferner ist Jfipytm^ ^ccpy, da sowohl yp.yp als auch yfi.ya gleich 
1 wird. Also wird 

(4p:yp = <q):ay, 
und hieraus 

g ^ g 1 1 ^ 1 g 

my ay yp.fip yp.yp.cep my ^ 



öder schliesslich 



G= ^ « 



ap my 

Die Green 'sehe Function im Punkte p fftr den Pol y ist also das 
Potential einer Masse a : my, die im vierten harmonischen Punkt a 
wirkt, im Punkte p. 

Dasselbe^Resultat findet man, wenn y und p zugleich im äusseren 
Räume liegen. 

Derartige Aufgaben, welche sich auf die Kugel beziehen, kann 
man auch, wie es im § 71, in dem Falle der Kugeln die sich be- 
rühren, geschieht, auf Aufgaben Über das Potential einer mit Masse 
belegten Ebene zurückführen, indem man von einem Punkt y der 
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Eageloberfläche selbst abbildet. Auch auf diesem Wege lässt sieh 
z. B. die Green'sche Funotion ftlr eine Engel, mit Hülfe dieser 
Fnnetion fttr eine nnendliche Ebene (§ 56, S. 190) bilden. 

§ 68. Wir wenden nns nun zu dem Falle der zwei Engeln, 
also zur Bestimmung des Potentials im ganzen Baume, wenn es auf 
der Oberfläche zweier Engeln gegeben ist. Da wir an dieser Stelle 
die Fälle aussehliessen , in denen die Eugelflächen sich schneiden 
oder berühren, so kommen nur die zwei Fälle in Betracht, erstens, 
dass die eine Fläche die andere einschliesst, welcher vorzugsweise 
Interesse für die Anwendung auf die Wärmetheorie darbietet, und 
zweitens, dass die Engeln verschiedene Bäume einschliessen , der 
für die Anwendung auf die Vertheilung der Elektricität über zwei 
Engeln von Wichtigkeit ist Beide Fälle behandeln wir zugleich. 

Bezeichnung. Fttr die beiden gegebenen Engeln verwenden 
wir dieselben Buchstaben, denen wir bei der kleineren den Index 0, 
bei der grösseren 1 anhängen. Es ist m^ der Mittelpunkt der klei- 
neren, m^ der grösseren, die Centrale m^^m^ = c; die Radien der 
Engeln sind a^ und a^, wo aQ<.a^. Die Aze m^m^ schneidet die 
Engeln in Punkten b und d, deren Anordnung, je nachdem eine 
Engel in der anderen liegt oder sie auseinander liegen, die erste 
oder zweite Aufstellung zeigt. Man bemerke, dass die Buchstaben b 
bei der ersten Aufstellung so gewählt sind, dass die Linie b^b^ 
kleiner ist als d^d^. 



-• — •• 



^ 6o ^0 ^1 ^0 ^1 



fri II»! d, 6^ m^ d, 







Die Richtung der Axe von &, nach d^ soll die nördliche heissen. 

Wir können einen Punkt t^ auf der Axe so bestimmen, 
dass die Bilder der beiden Engeln m^ und m^, die (s. o.) 
Engeln sind, auch concentrisch werden. 

Man sucht dazu das Punktenpaar a^ /^ welches sowohl 
mit dem Punktenpaare &,, dj, als mit dem Punktenpaare 
fr^, do, harmonisch ist. Der nördlichere Punkt des Paares 
ist /. 

Bildet man nämlich die Engeln von y aus ab, und schneiden 
die Bilder die Axe in Punkten \^ bpj b,, b,; bezeichnet man die 
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Mittelpunkte der Bilder mit ju^ und fi^, so findet man, ebenso wie 
sich S. 259 für eine Engel ergab ya.yfi = 1, jetzt für die beiden 

so dass wirklich die Mittelpunkte der abbildenden Kugeln ^^ und 
fi^ in einen Punkt zusammenfallen. Femer sagen die obigen zwei 
Gleichungen, dass dieser Punkt das Bild des Punktes a sei, wenn 
auch er von seinem zugeordneten Punkte y aus abgebildet wird. 
Wir bezeichnen diesen Mittelpunkt der concentrisohen 
Bilder durch fi. 

Die Aufeinanderfolge der hier erwähnten Punkte im ersten 
Falle, in welchem c> 0^+ a, ist, und im zweiten, in dem c<iaf,+a^ 
ist, zeigt sich in der ersten resp. zweiten ron den folgenden Auf- 
stellungen : 

bo et \ b, fi\ y m^ b, m, d^ b^ d. 



bo &, »», a b, d, ^ \ b, y m^ d„ b, 







Man bestimmt nun jeden Punkt p im Räume: 

a) durch den Winkel %p, welchen der durch ihn gelegte Me- 
ridian mit einem festen macht. Der Winkel wird von bis 2,n 
gezählt. 

b) durch das Verhältniss der Linien ctp:yp. Wir setzen 

c) durch den Winkel apy, den wir mit bezeichnen und von 
bis 71 zählen. Wesentlich ist, dass dieser Winkel mit 
demjenigen übereinstimmt, welchen der Radinsvector von 
fi aus, nach dem Bilde )), mit der Centralen m^m^ bildet. 
(S. u.) 

Dies gilt für die Aufgabe der zwei Kugeln; bei der Unter- 
suchung über den Ring, welcher durch eine Drehung um eine aaf 
m^m^ senkrechte Axe erzeugt wird, hat man diese Festsetzungen 
über d und tp ein wenig zu modificiren. Die Goordinaten a und d 
des Herrn Thomson nennt Herr G. Neumann, wegen der Be- 
ziehung zu den beiden Punkten a und y, die dipolaren. 

Die beiden Kugeln mögen, ihrer Grösse und Lage naeh, yoll- 
ständig gegeben sein, so dass man also ihre Radien a^ und a,, so wie 
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ihre Centrale c kennt. Es kommt darauf an, die Lage von y und 
a hieraus nicht nur, wie oben, geometrisch, sondern auch analytisch 
zu bestimmen. Dieses geschieht mit Hülfe der Gleichungen, welche 
wir S. 258 bei der Abbildung einer Kugel gefunden haben. Wir 
nehmen hier die Centrale zur Axe der X, m^ zum Anfangspunkt 
und die Richtung von m^ nach fn^, gleichgültig, ob sie die nördliche 
oder südliche ist, zur positiven Bichtung. Ist nun x nicht mehr 
die Entfernung des Punktes y von m, wie oben (S. 258), sondern 
die Abscisse von y, so wird 

X 

Femer hat m^ zur a>Goordinate die positive Centrale cj daher hätte 
y in Bezug auf den Anfangspunkt m^ und dieselbe Bichtung der 
a;-Achse die Abscisse ^= x^c, und es wäre 

, x — c 

m.^. = X—C-] r 7 ry- 

Die Bedingung dafür, dass die Punkte ^u^ und ld^ , wie hier verlangt 
wird, zusammenfallen, ist, dass sei 

Setzen wir die so eben gefundenen Werthe ein, so erhalten wir: 

Die nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass die 
Bilder der gegebenen Kugeln zusammenfallen, ist, dass man von 
einem Punkte abbildet, dessen Coordinate x, von m^ als Anfangs- 
punkt aus gerechnet, wenn m^m^ die positive Bichtung ist, der Glei- 
chung genügt 

caj*-(o;-f c*-a|> + cal = 0. 

Wenn, wie hier, die Kugeln m^ und m^ sich nicht schneiden, also 
in den beiden Fällen, dass oa^+a, oder dass c^a^ — a^ ist, 
hat diese Gleichung zwei reelle Wurzeln; im ersten Falle sind beide 
positiv, im zweiten beide negativ. Ihr Produkt ist a*, so dass eine 
Wurzel kleiner, die andere grösser als a^ wird. Die Wurzel, welche 
unter a^ liegt, die also einen Punkt verschafft, welcher in die Kugel 
m^ hineinfällt, sei y; den anderen Punkt nennen wir a. Wir 
finden also: 

Der Punkt y, von dem aus abgebildet die Kugeln m^ 
und n»! concentrische Kugeln als Bilder geben, hat vom 
Punkte m^ eine Entfernung, welche durch den Zahlwerth 
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der kleinsten Wurzel der Gleichung 

ex'- (aj + c»- a\)x 4- caj = 

gegeben wird. Je nachdem die Wurzeln positiv oder ne- 
gativ sind, liegt y von m^ in der Richtung nach m^ oder 
umgekehrt. 

Der Zahlwerth der zweiten Wurzel dieser Gleichung ist die 
Entfernung des Punktes a, welcher der zugeordnete harmonische 
zu y ist, von m,,. Dieser liegt auf derselben Seite von m^ wie y. 

Die Radien der abbildenden concentrischen Kugeln sind (S. 260) 



ay.ym^ ay.ym, 

Die Formeln fttr die Stücke, welche hier vorkommen, werden 
durch Einflihrung von Grössen a wesentlich vereinfacht, welche man 
aus den gegebenen durch die Gleichungen berechnet 

COSCTo« = + o , COSCT.t = + ' ' — , 

® — 2caQ ' * ~ 2ca^ ' 

WO die doppelten Zeichen so zu verstehen sind, dass die rechten 
Seiten positiv genommen werden. Wir nehmen a^ immer positiy, 
a, positiv oder negativ, je nachdem c<a^—a^ oder oo^+a^ 
ist. Man hat dann 

ym^ = a^er^*, am^ = a^c^«; ym^ = a^e-% an^ = a.e^«; 
ay = a^ (c^« — e~^«) = + fl, (e^« — c"*'»)? 

Man setze ay = 21 und erhält dann fUr die Radien ^ der abbilden- 
den Kugeln 

21^0 = «^S 2fß, =e*'.. 

Durch die Berechnung der Gonstanten a^ und a, aus den un- 
mittelbar gegebenen Stücken werden zuerst die Punkte a und y 
festgelegt. Ist dies geschehen, so bestimmt man jeden Punkt p im 
Räume durch die oben S. 262 unter d) bis c) angegebenen Goor- 
dinaten xfß, o, 6. Der Winkel ip ist also die Neigung der Meridian- 
ebene, in welcher p liegt (und zwar der halben Ebene, welche auf 
der einen Seite durch die Axe begrenzt wird), gegen eine feste 
Meridianebene (0 < V < 2^). Die Veränderliche a wird durch die 
Gleichung 

log ap — \ogyp = a 
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eingeffthrt und es ist der Winkel, welchen die Kadii vectores 
mit einander bilden, die von p nach a und y gezogen werden 
(0 < ö < n). Bei festgehaltenem ^p ist der Ort von p eine halbe 
Meridianebene; hält man a fest, so ist er eine Kugel, sein Durch- 
schnitt mit dem Meridian ein Kreis, welcher die AiLe in solchen 
Punkten h, d schneidet, die mit dem Punktenpaare er, y harmonisch 
sind, also dieselbe Bolle in dieser* Beziehung spielen, wie das 
Punktenpaar b^, d^ oder 6^, d^. Bleibt endlich 6 constant, so ist 
der Ort von p eine Kugel, in der Meridianebene ein Kreis, welcher 
durch die Punkte a, y gehen und die Kugel des constanten o ortho- 
gonal schneiden. 

Die Coordinate <t durchläuft alle Werthe von — oo bis öo. Im 
ersten Falle, d. i. wenn die Kugel m^ die Kugel m^ einschliesst, 
fällt p flir a = — cx) in a; während a bis a, wächst, durchläuft p 
den ganzen Raum ausserhalb der Kugel m^; wächst o weiter, so 




yp = »•> yp = t, fil) = p, Lapy = L.)^iiy = ö, \m^ = a^, \m^ = o^. 

tritt p in die Kugelschale ein, welche durch die Oberflächen von 
w, und Wjj begrenzt wird, und tritt endlich, wenn o den Werth a^ 
überschreitet, in die kleinere Kugel m^ ein, wo p für er = od mit 
y zusammenfällt. In dem zweiten Falle liegt p für a = — oo in a, 
also innerhalb der Kugel m^, in welcher der Punkt p bleibt bis o 
gleich der negativen Grösse a^ geworden ist. Dann tritt p ein in 
den unendlichen äusseren Raum jenseits dieser Kugel, überschreitet, 
während o vom Negativen zum Positiven übergeht, die Ebene, 
welche senkrecht auf der Axe in dem Halbirungspunkte der Linie 
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6o hl 



riii a i>i dl II bo 6i / uto 



d. 



b« 



ay steht, tritt bei a = a^ in die Kugel nio ein, und fällt fbr a=oc 
mit y zusammen. 

Bildet man, wie in den Figuren, p von y aus in p ab, so dass 
ypzrzr, yp = x ist, so wird die Entfernung q des Bildes p ?om 
Mittelpunkt ju der ooncentrischen Kugeln 

Ferner ist der Winkel pfxy, welchen q, von /u nach p ge- 
zogen, mit der nördlichen Richtung der Axe bildet, gleieh 
(s. S. 262, c). Denn die Dreiecke apy und ypi^ sind ähnlich. 
Weil nämlich ju das Bild von a ist, so wird a/.p^ju = 1; ebenso bat 
man ;"? . ^^ = 1 ; der Winkel pya endlich , welcher auf S. 258 als 
Winkel ^ auftritt, ist beiden Dreiecken gemeinsam. 

Wiederholend stelle ich einfache Beziehungen zusammen, welche 
oben gefunden wurden, f&ge auch einige anderen hinzu, welche sich 
sehr leicht ableiten lassen: 

1) Gegeben sind die Mittelpunkte m^, m^ und die Radien 
a^, a^; die Centrale m^m^ heisst c; a, > a^. 

2) Bestimmung der festen Punkte a, y, fi. 

Man setzt 

al + c'-^a] _ 
2ca, 

Oq ist positiv, a, im ersten Falle, d. i. wenn cK.a^-^ a^, positiv im 
zweiten, wenn c> aj + «oi negativ. 

ym^ = a^er\ ym^ = a,e^<^»; am^ = a^e9*^ ftin, = o^c^«; 

2f = a^, (e^'o — e-^e) = + a,(e<'i — c-^»), y|U = -^ , «ry = 2f. 



2ca„ =«««''<•*' ± 2ca. 



— L-! i- = cosa^i; 
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3) Bestimmung der Punkte p und p, der Linien r, r, q 
durch a und 0. 

r = rpy r = rp, rr = l; Q = fip] 

a = logap — logyp; Z. apy = ^l p^y = ö. 

Man setzt 

ycosat— cosö = (a, ö), 

4) Rechtwinklige Goordinaten §> 1?^ ^. 

Der Anfangspunkt ist die Mitte zwischen a und y. Die 
positive Richtung der H-Axe ist die nördliche der Drehungsaxe; 
die Axe der H liegt in der halben Heridianebene, die V' = 0, die 
Axe der Z in derjenigen, welche ^ == ^tt entspricht. 

,. lisinta Isindoost// ^ Isindsini/^ 

Costa— cosö * ' cosHT—cosd ' Costa — cosö ' 

§69. Das Problem der zwei Kugeln, die sich nicht 
berühren, wird nun nach §66, Nr. 1 gelöst. 

Das Potential v ist auf der Oberfläche der beiden Kugeln m^ 
und mj bekannt; nachdem einmal die Punkte a und y festgelegt 
sind, druckt man diese bekannten Functionen durch die Thomson'- 
schen dipolaren Goordinaten jedes Punktes p^ und p^ der Flächen 
i»o und m^ als Functionen f^ und f^ aus, setzt nämlich 

v = /'o(ö,V') für a = <Jo, 

Man hat also erstens ein solches Potential ü aufzusuchen, welches 
auf den Bildern der Grenzflächen, d. i. auf den concentrischen 
Kugeln mit dem Mittelpunkte ju und den Radien 

sich resp. in 

». = \uo, vi) = -^^fM V)«-*"-, 
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Tenrandelt Ist der Aocdiück dieMr Fmelioii li in jedem Paukte 
p gefdoden, so hat ouui xweitens als Werdi Ton t ia jedem 
Punkte p 

.. T = ny = - pg**, 

I|2 

Es ist aber bereits im L Kapitel unserer Untersnehangen fiber 
das Potential im § 26 die Aofgabe, »das Potential im ganzen Sanme 
za finden, wenn es auf den ObottLehen xweiw eoncentriscben 
Kngeln gegeben ist*, ToUständig gelöst (m. vergL die Formeln 
anter 6) anf S. 72), nnd zwar worden dort die gewöhnliehen Polar- 
eoordinaten za Grande gelegt Der Winkel 0, n&nlieh ap/, welcher 
hier bei den dipolaren Coordinaten eines der Bestimmongssttleke 
Ton p ist, stimmt mit dem fiberein, welcher bei den gewöhnlichen 
Pobireoordinaten znr Festlegung Ton p dient, nimlich mit Tfiiy; 
femer (in Bezng aaf p) ist hier q dasselbe was dort r, nnd ip hat 
hier dieselbe Bedeatang wie dort. Daher erhalten wir D durch 
eine einfache Sabstitation in die froheren Formeln, nnd dann y 
aus durch (a). Frfiher hatte man f^{d, tp) und f^O, vO ^^^^ Kugel- 
funetionen zu entwickeln; jetzt tritt aber als gegebener Werth an 
den Oberflächen ein Produkt auf, r^f^ oder r,/*,, welches, abgesehen 
Yon Constanten, ist 

Durch Substitution der neuen Coordinaten statt der alten erhält 
man sofort das Resultat: 

Man entwickele rj^(fl,%ii) und r^f^(0,tp) nach Kugel- 
functionen, indem man setzt 

(30)... /o(Ö.V') = K,Ö)ln->(«.^), 



r,(ö,ip) = (o„ö)lFC-)(ö,vt). 



»=0 



Alsdann wird das Potential in dem Punkte p derjenigen 
Schale, welche durch die Flächen = 0^ und o = <y, be- 
grenzt ist (<^i<a<Oj wenn man setzt n+^ = p, ausge- 
drückt in den dipolaren Coordinaten o = logop — log/P; 
6^ = Z. apr, und tp 
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Offenbar bedarf es nicht der dipolaren Coordinaten, um die Fort- 
setzung des Potentials in die beiden Räume a<:a^ und Oo^, (d. i. 
im ersten Falle in den Raum ausserhalb m^ und innerhalb m^, im 
zweiten innerhalb m^ und m^) anzugeben. Man entnimmt die Aus- 
drücke unmittelbar den Formeln S. 72, 6). Für manche Zwecke, z. B. 
wenn man unten aus den Formeln die Dichtigkeit x einer idealen 
Vertheilung Ton Masse auf den Eugelflächen ermitteln will, welche 
Y zum Potential hat, ist es aber yortheilhaft, den Werth von v in 
den drei verschiedenen Räumen durch dieselben Goordinaten aus- 
zudrücken. Die Substitution ergiebt 

(b) ... T = (er, 0) 1 n^Kö, rp)e-^^^-'\ (o > aj, 
{c) ... V = ((7, 6) J; Y^f>(d, ^)e*^^-^^\ (a < a,). 

n=30 

Wir bestimmen nunmehr die Dichtigkeit der Masse, mit wel- 
cher man die Engelflächen m^ und m, belegen muss, damit das 
Potential dieser idealen Belegung auf den Eugelflächen sich in die 
gegebenen Functionen f^ und f^ verwandelt. Die Dichtigkeit der 
erforderlichen Masse sei auf den Flächen x^ und x,. Diese kann 
man erstens aus der Formel des § 23, S. 73 mit Hülfe des Satzes 
§ 66, 2 finden, wo gezeigt ist, dass die Belegung des abgebildeten 
Eörpers eine Dichtigkeit auf den Oberflächen hat gleich r« resp. 
T^ mal der Dichtigkeit auf der Oberfläche des Bildes. Man erhält 
also die gesuchte Dichtigkeit durch Multiplication der dort gefun- 
denen resp. mit rj d. i. mit 

L I|/2 J * 
resp. mit r*. 

Ohne auf diese früheren Formeln für die Dichtigkeit zurück 
zu gehen, findet man die gesuchte Dichtigkeit x^ oder x, auch 
direct durch Differentiation des Potentials v nach den beiden in 
einem Punkte der Grenzfläche errichteten Normalen. Benutzt man 
nämlich die auf S. 252 im § 66 gegebene Gleichung n = n.py^^ die 
besagt, das die unendlich kleine Normale im Punkte p gleich ist 
der unendlich kleinen Normalen in |), und das ist dg, multiplicirt 
mit r', so ist also die unendlich kleine Normale in p, die wir des 
Zusammenhanges mit dem 1. Kapitel wegen nicht n wie im § 66, 
Rondem dn oder, nach der entgegengesetzten Richtung, dn^ nennen 
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t 

gleich 

wo man die richtigen Vorzeichen zu wählen hat Anf den Be- 
grenzungen a = a^ und er = cXo werden die Normalen, welche in 
den Raum aj < er < cXo hinein gerichtet sind, bei er = a, das positive, 
bei o^Oq das negative Vorzeichen erhalten. Nennt man ron den 
beiden Ausdrücken (b) und (c) fftr v den ersten t^, den zweiten v', 
während v der erste Ausdruck sein mag, der im Räume a^<:o<a^ 
gilt, so hat man 

also, wenn man den Werth fttr dn, setzt, 

Führt man die Differentiation aus und reducirt, so entsteht 

_ (^0, ey « rr-Y?e^<^.-^>) 

§ 70. Wegen der Bedeutung, welche der Green'schen Function 
zukommt, wollen wir dieselbe aufsuchen. Es geschieht dies, indem 
wir in die allgemeinen Formeln (30) für f^ und /*, die ihnen zu- 
kommenden speciellen Werthe einsetzen, nämlich die reciproken 
Entfernungen des Poles der Green 'sehen Function von Punkten in 
den Eugelflächen m^ und m^. Hat dieser Pol der Green'schen 
Function, der pr heisse, die dipolaren Coordinaten %, 17 und €o, so 
ist seine Entfernung von dem unbestimmten Punkte p mit den di- 
polaren Coordinaten a, und rp, nach § 66, gleich 

wenn man yp^ = r^ setzt. Die gewöhnlichen Polarcoordinaten der 
Bildpunkte )) und pT sind aber 
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Hieraus folgt 

wo y wie früher durch die Gleichung 

cosy = coBJ7C08Ö + ßinj7Binöcoß(t//— w) 

gegeben wird. Man hat daher 

1 ^ JI 1 ^ (g, g)(r, iy)e*(^+^) 

;>Pt rr^ ' j/e^^' — 26*^+^008 y + 6»^ I Ye^^ — 2e''+^ cos y + e^"^ 

Setzt man hier a = (Tq, so ist dies der Ausdruck fUr fo(ß,\p)^ und 
wenn man a = a^ macht, der Ausdruck von f,(ö, \p). Die Func- 
tionen fo und /^j sollen nach Formel (30) entwickelt werden. Man 
hat also in dem vorliegenden speciellen Falle zu setzen 

l fi=0 

wo, wie oben, v fttr «+i gesetzt ist. 

Indem man diese Ausdrücke in die erste Formel ftlr v einsetzt, 
erhält man als Ausdruck der Green' sehen Function für den Pol 
(t, r/y cü), der im Baume a^ < v < ao liegt, im Punkte p desselben 
Raumes 

n 1/^ /»>/ N ^sin«y(a-a,)e»'C»-^«)-c»'(<'»-^)sintV({r-ao)o,,w . 

Liegen die betreffenden Punkte (t, 17, «) und (a, ö, t^) in einem von 
den beiden anderen Räumen, so lässt sich der Ausdruck summiren, 
welchen man erhält, wenn man die Ent Wickelung von f^ oder f^ 
in die beiden Gleichungen (6) und (c) für v einsetzt, und man findet 
f&r die Green' sehe Function in diesen Räumen 

q^ (T,iyXa>g) 1 



l}/2 y^cos» (t — a) — cos ö cos 17 — sin 6 sin ly cos (}p — w) 

Die Dichtigkeit einer Massenvertheilung auf den Oberflächen, 
welche die Green 'sehe Function als Potential hervorrufen würde, 
kann man, ähnlich wie im allgemeinen Falle, durch Differentiation 
von G nach den Normalen n und n^ ermitteln, kann sie aber auch, 
nach den allgemein gültigen Regeln, aus dem oben gefundenen all- 
gemeinen Werthe von v in einem Punkte (%, t], to) des Raumes 
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a^ < a < (7o ablesen, ohne vorher G abzuleiten. Denn nach (6) auf 
S. 90 hat man, wenn x^ und x^ die geBuehten Dichtigkeiten be- 
zeichnen, (dort erhielten beide denselben unteren Index o) wenn do^, 
und do, die Obei-flächenelemente, und f^ und f^ die willkürlich ge- 
gebenen Functionen sind in welche sich ein Potential y auf den Ober- 
flächen verwandeln soll. 

Das Flächenelement do^^ ist aber gleich dem Flächenelement des 
Bildes mal rj, d. i. 

do^ = rlQleinddddip = ^' Bin 6 dO dtp, 

so dass man hat 

Dieses muss mit dem Werthe von v in dem Punkte (t. ly, w) des- 
selben Raumes übereinstimmen, welcher im § 69. S. 268 gefunden 

war. Setzt man für Y^ das bekannte Doppelintegral, so wird der 
sich auf die Fläche m^ beziehende Theil von v 

Hieraus folgt durch Vergleichung mit dem obenstehenden Ausdniek 
von V schliesslich als die gesuchte Dichtigkeit der Massenbelegang 
auf der Oberfläche der Kugeln m^ und m, resp. 

§ 71. Nach Erledigung des im § 69 gestellten Problems gehen 
wir nunmehr zu dem Falle über, dass die beiden Kugeln m^ 
und m^ sich von innen oder von aussen berühren. 

Man kann diesen Fall zunächst als Grenzfall desjenigen be- 
trachten, welcher uns beschäftigte; der Punkt y wird dann der Be- 
rührungspunkt der beiden Kugeln. m^ und m^] es fällt a mit y zu- 
sammen, Q wird unendlich und fi liegt in unendlicher Entfernung. 
Die Bilder der Kugeln sind unendliche Ebenen, welche auf der 



«0 
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Centralen senkrecht stehen und von y die Entfernung besitzen 1 : 2«^ 
resp. l:2aj. 

Setzt man nämlich, je nachdem die Berührung von innen oder aussen stalt- 
findet resp. 

wo man unter e eine unendlich kleine Grösse versteht, so wird, nach den 
Formeln auf S. 264, im ersten Falle 



^0 = ^ f^ ^ N > ^\ = 



im zweiten Falle 

< = —7^4^» ^; = /^l' , , Cd, < 0). 

Behandeln wir nur den ersten Fall, so haben wir 

{3 _ ^o«,«V 



«1 — «0 



zu setzen; (X bewegt sich zwischen a^ und i7j> und r wird unendlich, wenn 
nicht unendlich klein ist. Setzt man a = er und Q = «j, so wird 



(a,e) = -^-l/?4T'^ r = i/- 



(a,-aoX^Hn 



}/2 " ' «0«! 

Die letzte Formel zeigt, dass, während fj von an wächst, der Punkt p sich 
auf einer Ebene bewegt, die von y die Entfernung 

x,l/j L 

1 

besitzt, und die Bilder der beiden berührenden Kugeln die oben angegebenen 
Ebenen sind. 

Ohne den Grenzübergang zu machen können wir diesen Fall 
direkt behandeln, und beginnen dazu mit der Abbildung einer un- 
endlichen Geraden aus einem Punkte y. Fällt man von y auf die 
Gerade ein Perpendikel yi^ welches wir 
die Axe nennen, und ist b das Bild von 
b, ist femer p das Bild eines Punktes p 
der Geraden, so liegt p auf dem über by 
als Durchmesser beschriebenen Kreise. 
Denn A bpy rc A plby, da Z. pyi gemein- 
schaftlich und 

yi.yb = 1 = yp.yp 

ist. Daher ist der Winkel bei p ein 

Rechter. Zu ph parallele Linien p^i^ und p^b^ geben daher zu 

Bildern Kreise, die sich in y berühren, von innen oder von aussen, 

Ueine, Anwendangen der Kagelfanctionon. 2. Aufl. 18 
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je nachdem die Parallelen auf derselben Seite von y liegen oder 
y einBchliessen. 

Dreht man die ganze Figur als (halbe) Heridianebene um die 
Axe b/, 80 entstehen aus den parallelen Geraden parallele Ebenen, 
aus den zwei Kreisen zwei sieh in y berührende Kugeln, welche 
die Ebenen abbilden. Umgekehrt sind aueh die Ebenen die Bilder 
der Kugeln, und diesen Umstand yerwerthen wir auf folgende Art 
zur Lösung unserer Aufgabe: 

Es seien m^ und m^ die gegebenen Kugeln mit den Radien a^ 
und o^; die Kugeln berühren sich in einem Punkte y. Von diesem 
aus bilden wir die verschiedenen Gegenstände ab. 

Die folgenden Figuren stellen, wenn m^m^ die Rotati<$nsaxe ist, 
die halbe Meridianebene vor; diese wird durch den Winkel t^s 
welcher der geographischen Lage entspricht, festgelegt Die erste 
Figur bezieht sich auf den Fall, dass die Kreise sich in y von innen 
bertthren, welcher bei der Behandlung einer Frage über das Gleich- 




tf fAo Ifti &o h }i}\ bi 

yp = r, yb = a, bp = f, f\ = ff,, yb, = a,. 

gewicht der Wärme von besonderer Wichtigkeit ist, während die 
zweite den Fall der Berührung von aussen betrifft, auf welchen die 




yp = r, yb = ff, b^ = f, y\ - Ooj A = »i- 
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Frage nach der Vertheilang der Elektricität auf zwei Kugeln führt. 
In beiden Figuren stellen m^,, i»,, 6^» ^? K^ \i ebenso wie in den 
früheren Paragraphen die Mittelpunkte, die Durchschnitte der Kreise 
mit ^ der Axe und deren Bilder vor. Irgend ein Punkt p sei durch 
die Polarcoordinaten yp =^r und den Winkel ö = pyrn^ festgelegt, 
der zwischen und n liegt; liegt p auf dem Kreise m^ oder m^^ so 
wird dem p und den mit p in Verbindung stehenden Stücken der 
Index oder 1 hinzugefügt. Das Bild von p ist :p; die rechtwink- 
ligen Coordinaten von p in Bezug auf die Axe und eine im An- 
fangspunkt y auf derselben Senkrechte sind yh = a und "bp = f , 
während die von p, die x und y sind, mit ihnen durch die Glei- 
chung zusammenhängen 

Die positive Richtung der Axe geht von y nach «i^,, die der Senk- 
rechten ist von y in die Halbebene hinein gerichtet. Der Ort des 
Punktes p bei festgehaltenem a ist ein Kreis, welcher die gegebenen 
971^ und ifij in y berührt Weiter unten wird neben den Punkten 
p, Pß, p, noch ein Punkt, der Pol pr, auftreten, dem wir die r und 
entsprechenden Polarcoordinaten s und tj geben, während den 
Veränderlichen f und a für den Pol die Coordinaten t und t ent- 
sprechen sollen« Die Coordinaten r, 6 resp. s, rj hängen also sehr 
einfach mit f, a resp. t, t zusammen, und man kann sofort von den 
einen zu den anderen übergehen. Ich stelle zunächst einige in die 
Augen fallende Beziehungen zusammen: 

cos^ . __ sing _ cosi; , _ siniy 



a = 



$ s 



COSÖo 
= 



1 _ COSg, , r,, ^si_ 1 fJi ^s_« 1 



Man setzt: 

gfl« = j>-2jtcos(t^-cü)-i-t'; 

SR* 
-7P=-- — rT^zn — ST = «'sin'ö— 2rÄsinösini7Cos(i/; — cd)-t-r*sin'w. 

Während in der ersten Figur p den Raum im Innern des 
Kreises m^, dann den Raum zwischen m^ und m^, endlich ausser- 
halb m, durchläuft, nimmt er = yb die Werthe an von oo bis a^^ 

von Oq bis cFj, von a, bis — oc. 

•18* 
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In der zweiten Figur möge p vom Innern des Kreises m^ bis 
auf die Peripherie des Kreises m^ rücken, dann den Baum auf der 
Halbebene ausserhalb der beiden Kreise durchlaufen, schliesslich 
in's Innere von m^ dringen. Dann nimmt o von oo bis a^ ab, von 
(To bis zu (dem negativen) a,, von a^ bis — oo. 

Der Werth des Potentials auf den beiden Kugelflächen m^ und 
tn^ sei zunächst als Function ausser von xp auch von r und ge- 
geben. Indem wir statt r und die Veränderlichen a und durcb 
die Gleichungen 

tangö = -T-j r = , 

einf&hren, verwandeln sich jene Functionen, die gleichfalls als ge- 
gebene anzusehen sind, in Functionen von f und yj; sie seien fo([, tp) 
und f,(f) v). Das gesuchte Potential v in einem Punkte p mit den 
Polarcoordinaten r, 0, tp wird also, ähnlich wie S. 268 im § 69, aus- 
gedrückt durch 

(a)... v = — ö = t)VfTa"', 

wo t) eine Function von o, f, rp ist, ein Potential, welches fbr a = cTo 
und <r = a,, d. i. auf den beiden unendlichen Ebenen, die auf der 
Axe in \ und b^ senkrecht stehen, die gegebenen Werthe 

annimmt. 

Man kennt eine solche Function t) bereits aus dem 4. Kapitel 
§ 55; sie wird durch drei verschiedene analytische Ausdrücke ge- 
geben, die gelten, je nachdem p in dem einen oder dem anderen 
von den drei Räumen oo>a> a^^ (To>a><T/, o^> a> —^ 
liegt. Setzt man die doi*t gefundenen Werthe von t) in (a) ein und 
nennt den sich hieraus ergebenden Ausdruck ftir den zweiten Raum 
schlechtweg v, für den ersten und dritten v^ und v', so findet mas 
schliesslich das gesuchte Resultat: 

Stellt t hier einen Integrationsbuchstaben vor, der f entspricbt, 

und setzt man 

(31) ... 31 = V'P^2ftcos(i/;-w)+t', 

so wird im Räume er, <a<ao das Potential v gleich 



.0 



J 
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wenn der zweite Theil der rechten Seite (1, 0) den Ausdruck be- 
zeichnet, welcher aus dem ersten durch Yertauschung der Indices 
und 1 untereinander entsteht. 

Femer findet man ftlr den Baum a> a„ 



v^ = 



r * 1^0 



man kann die rechte Seite auch, wie es im § 55, a) mit einem ähn- 
lichen Integrale geschah, durch ein zweifaches Integral ersetzen und 
hat dann 

271 d\J J ^(0,-ay + W 

Vertauscht man endlich in den beiden Ausdrücken für v® den 
Index mit 1, so hat man y'. 

Den Ausdruck von v verwerthen wir, wie am Schluss des § 70, 
um die Dichtigkeit X(^ und x, der Massenbelegung zu finden, 
welche der Wirkung eines im Kaume (T, < a < (Tq befind- 
lichen Poles entspricht. Da das Flächenelement des Bildes 
der Kugelfläche, welche einem bestimmten Werthe von o angehört, 
d. i. der entsprechenden Ebene, \d\d\p ist, also das der Eugelfläche 






2 » 



80 findet man, wenn der Pol pr (s. o.) die Coordinaten x, t, co hat, 
für die Dichtigkeit in Punkten p^ = (p^y ö, xii) 

und die Dichtigkeit Xj in Punkten (a,, 0, i/;), wenn man o^ mit a, 
vertauscht. 

Die Green'sche Function in einem Punkte p = (a, f, xfi) des- 
selben Baumes a, < a < ct^ , wenn auch der Pol px = (t, t, tS) in 
eben demselben liegt, ist 

/\e^(--o^Bin(x -. o,)li + c^«^.-) sinK- T) Ai) ^ß^^. 

Es zeigt sich dies durch eine einfache Bechnung, wenn man be- 
achtet, wie die Entfernung zweier Punkte pund p' mit der ihrer 
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Bilder p und ^' zusammenh&ngt Man hat nämlich nach § 66 



und findet hieraus 



K = m^'^r+^' ^ 



pp' -.-'..- p^f^ 

während man zugleich hat 

pp'» = (a-a'y+f'-2ff'co8(tp-v/') + f"- 
Wir handeln hier über den Zustand des elektrischen Gleich- 
gewichts, welcher durch die Einwirkung eines Punktes pr mit der 
Masse 1 in einem Leiter hervorgebracht wird. Heisst der Leiter K, so 
ist (S. 61) das Gesammt-Potential, d. i. des Massenpunktes und der 
auf K vertheilten Elektricität, in K eine Gonstante. Verbindet man 
K durch den Leiter L mit der Erde, welche als unendlich gross 
betrachtet wird, so ist das Gesammt-Potential im Körper wiedemm 
eine Gonstante, aber Null. Dies Potential ist jedoch nicht, wie früher, 
ein nur vom Massenpunkt pr und von K herrührendes, sondern 
noch um das des Leiters L und das der Erde zu vermehren. Nur 
mit Annäherung kann man, in geeigneten Fällen, das von L 
und der Erde herrührende Potential vernachlässigen-, dann ist also 
die Summe des von pr und K herrührenden Potentials gleich Null 
zu setzen, und nur dann lässt sich — aber nur näherungsweise — 
die elektrische Dichtigkeit durch diejenige ersetzen, welche der 
Green' sehen Function entspricht. So würde z. B. der angenäherte 
Werth der elektrischen Dichtigkeit auf einer nicht isolirten leitenden 
Kugel durch Xo auf S. 95 ausgedrückt werden, wenn der Radius der 
Kugel gross, und der Leiter L au einem solchen Punkte der Ober- 
fläche der Kugel K angebracht ist, welcher möglichst weit von pr 
entfernt liegt, und wenn endlich der Punkt der Kugelfläche fbr den 
man x^ ermitteln will, sich möglichst nahe bei p^ befindet. 

Dass man (wenigstens in der Regel, S. u.) nicht die der Green'- 
sehen Function für K allein entsprechende Dichtigkeit mit der elek- 
trischen verwechseln kann, sondern die Green 'sehe Function fär 
K, L und die Erde zu Grunde legen muss, ist mehrfach übersehen 
worden, vielleicht in Folge einer Aeusserung von Green an einer 
Stelle*), an welcher er über die Existenz und Bedeutung der Green'- 

*) Grelle, Journal f. M. Bd. 44, S. 366: An Essay on the applicadon of 
mathematical analysis to the theories of Electricity and Magnetism, No. 5; oder Mathe- 
matical Papers of tbe late George Green, edited by Ferrers. London, 1871. S. 33. 
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sehen Function handelt. M. vergl. S. 89. Wir haben bereits auch 
solche Körper K behandelt, in welchen die Dichtigkeit der Green'- 
sehen Function mit der elektrischen wirklich übereinstimmt, als 
nämlich JSf ein unendlicher Gylinder oder Kegel war. Dort muss die 
Summe 6— T gerade die Gonstante sein, weil diesen Flächen un- 
endlich entfernte Punkte angehören. 

So auch werden wir hier die Aufgabe über die elektrische 
Dichtigkeit einer Kugel m^, die eine unendliche ebene Platte be- 
rührt, und von dem Punkt pr mit der Masse —1 elektrisch erregt 
wird, genau lösen können, indem wir in unseren Formeln für x^ 
und Xj den Badius a, unendlich werden lassen. Die genaue Formel 
wird man dann mit dem oben erwähnten angenäherten Werthe für 
x^ auf S. 95 vergleichen können, welcher gewöhnlich als Ausdruck 
der Dichtigkeit der elektrischen Masse für eine mit der Erde in 
Verbindung gesetzte Kugel gegeben wird. In den hier gebrauchten 
Zeichen ist dieser Näherungswerth 

In den obigen Formeln lassen wir den Radius a^ dadurch un- 
endlich werden, dass wir a^ =0 setzen. Die Kugel m^ berührt die 
unendliche Platte (die unendliche Kugel mj in y; der elektrische 
Massenpunkt —1 ist, wie oben, der beliebig gelegene pr. Für die 
elektrische Dichtigkeit in einem Punkte p^ = (a^, f, v) der Kegel- 
fläche m^, resp. im Punkte p, =(0, f, i//) der Fläche i»i, d.i. der 
Platte, findet man daher 

° 

27IX. = V]/ViT'/"° "°j|p^^°~^^ j(m)Xdi. 

® 

Die Quotienten der Sinus unter dem Integrale lassen sich in 
die Reihen resp. 

J; e-^[(2n+l)Oo-i] __ g-i[(3«+l)oo+T]^ 
n=0 

«=0 

Tcrwandeln. Nach I. 197 (ß) ist aber 
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SO dasB man hat 



o3 f 



— v(2w<yo+T)'+3fl- 

Setzt man fbr die neuen Goordinaten f, a, t, t die Polarcoordinaten 
r, ö, 8, f], 80 verwandelt sich das Glied der Summe S, flir welches 
n Null ist, auf der rechten Seite des Ausdrucks von 27iXq , in dem 
speciellen Falle, dass der elektrische Massenpunkt pr auf der Aie 
selbst liegt, abgesehen von dem Vorzeichen, in den oben angegebenen 
Ausdruck (6), den wir als Näherungswerth in gewissen Fällen be- 
trachten durften. 

Die hier angegebenen vollständigen Werthe von x^, und x* laßsen 
erkennen, wie diese Ausdrücke auch durch eine Reihe von soge- 
nannten Spiegelungen gefunden werden können. 

§ 72. Bei dem Problem der zwei Kugeln waren ausser dem 
Winkel tp, der die verschiedenen Meridianebenen bestimmt, noch 
zwei Goordinaten a und d einführt 



\i 




\ bifi 6o y w»o ^1 w»i ^0 ^0 dl 



Der geometrische Ort aller Punkte p mit gleichem a war in der 
Meridianebene ein Kreis, der dadurch bestimmt ist, dass man bat 

log «p — log /p = a. 

Hält man dagegen d fest, so ist im Meridian der Ort der Punkte 
p mit gleichem d ein Kreis über der Sehne ay, der den Z. d in 
der Art fasst, dass man hat ^ apy = d. Das Bild p dieser Punkte 
p durchläuft die unendliche Gerade /u^, welche einen Z. mit ^ly 
bildet, wenn /n das Bild von a, bei der Abbildung von r aus, be- 
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zeichnet. Dreht man die ganze Figur um die Axe cty, so erhält 
man zwei Flächen. Die erste, die wir in diesem Paragraphen 
schlechtweg die Rotationsfläche nennen, ist die Fläche, die durch 
Rotation eines Kreissegments, welches den Z. d fasst, um die über- 
spannende Sehne ay erzeugt wird. 
Die andere ist ein Eegel, dessen 
Seite ^ einen Z. 6 mit der Richtung 
/u/^ der nördlichen, einschliesst. Der 
Rotationskörper, von y abgebildet, 
hat daher den Eegel zum Bilde. 
Beide Flächen werden durch Rota- 
tion der nachstehenden Figur um 
ay erzeugt (yfi.ya = 1). 

Dringt man von der Oberfläche des Rotationskörpers in's 
Innere hinein, so wächst d bis n. Von einem Punkte sagen wir, 
er befinde sich im Innern eines Halbkegels, wenn er in dem Theile 
liegt, welcher die kleinere Oeffnung hat. In der vorliegenden Figur 
ist ein stumpfer Winkel, daher seine Axe nach SOden (^a) ge- 
richtet, die Oeflfnung aii)^ gleich n — 0. Wenn p in das Innere 
des Rotationskörpers dringt, so dringt das Bild p gleichfalls in's 
Innere des Kegels. Anders verhält es sich, wenn 6 ein spitzer 
Winkel wird. Die Axe des Kegels ist dann fiy, nach Norden ge- 
richtet, die Oeffnung des Kegels y^p ist ö, und wenn p in's Innere 
des Rotationskörpers dringt, so geht das Bild p in den äusseren 
Raum des Kegels. Des kürzeren Ausdrucks halber betrachten wir 
da, wo eine Trennung der beiden Fälle erforderlich wäre, nur den 
ersten, den Fall der Figur; wir beschränken uns auch auf die Unter- 
suchung eines vollen Rotationskörpers, dem der bestimmte Werth 
6^ von 6 angehöre, und übergehen die Behandlung der Schale, 
welche durch die Rotation von zwei Segmenten mit gemeinschaft- 
licher Sehne ay um diese Sehne entsteht, deren Bild durch die 
Mäntel zweier Kegel mit gemeinsamer Axe und gleichem Scheitel 
gegeben wird. 

Will man, nach Herrn Mehler, das Potential v des Rotations- 
körpers im Punkte p des Raumes aufsuchen, wenn es auf der Ober- 
fläche dieses Körpers bekannt ist, so denke man sich v^ in p^ als 
Function von a und tp durch die Gleichung gegeben 
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Dann muss man (S. 254) das Potential t> für den Kegel in p auf- 
suchen, wenn ö^ gleich r^v^, wird, d. i. 

Schliesslich ist 

v = yp.ö; 
beschränken wir uns auf die Aufstellung des Potentials v im Punkte 
p des äusseren Raumes unseres Rotationskörpers, so haben wir 
daher (s. o.) auch D nur ftlr den äusseren Raum des Kegels za 
suchen. 

Diese Function wird durch § 65, S. 243 gegeben; die dortige 
Bezeichnung muss man, um sie mit der Bezeichnung dieses Kapitels 
in Einklang zu bringen, so abändern, dass was dort r, q, a heisst 
in unser q oder y^), logg oder a — log2f, undr — log2I umgetauscht 
wird. Femer ist die f&r die Oberfläche gegebene Function dort 

^ f(log?,V) = 4-f(^-log2I,V') 



bei uns 7Po.F(ayip). Setzt man diese Werthe ein und setzt wie 
dort ! für t^, so giebt die am Schluss des § 68 befindliche Zu- 
sammenstellung uns folgenden Ausdi-uck für das Potential v des 
Rotationskörpers im äusseren Punkte (a, 0, \p)\ 

Handelt es sich um die Green 'sehe Function für den Rotations- 
körper, so hat man ftlr f (<t, i/;) die reciproke Entfernung p^Pxy d, i. 
des Poles px mit den Coordinaten t, i?, w vom Punkte p^ einzu- 
setzen. Man kann aber diese und die entsprechende Dichtigkeit 
der Belegung auf der Rotationsfläche auch direct aus den im § 65 
fbr die entsprechenden Sttlcke beim Kegel aufgefundenen Ausdrücke 
zurückftlhren. In der That ist, wenn man von y aus abbildet (S. 252) 

daher der Werth, den \ bei der Green'schen Function annimmt, 

ö = r^ = _1_.J_. 

Die Function ü ist also das Produkt von yp, und der Green'schen 
Function des Kegels für den Pol pr in :p. Setzt man den Werth 
ein, so wird die Green 'sehe Function für den Rotationskörper, 
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wenn der Pol im äusseren Räume liegt, 

I(C0817)I(C08 Ö)I(— C08ÖJ.C08ju(<y — t) 



/ 



d/u. 



f(co8ÖJcos/um 

Die entsprechende Dichtigkeit ist nach S. 255 gleich dem Pro- 
dukte von (y^f^y mal der , welche Dq angehört , d. i. gleich dem 
Produkte von (ypj'(yp,)mal der dem Kegel im Punkte po für den 
Pol ))t angehörenden. Dies giebt 

2f'7i'8inö« J IfcosöJ ^ 



00 



Siebentes Kapitel. 

Der Ring. Kugelkalotte. 

§ 73. Herr Carl Neu mann hat gezeigt*), wie man die Goor- 
dinaten von Thomson verwerthen kann, um Untersuchungen über 
das Potential, welche den früheren entsprechen, auch für einen 
Ring zu führen. Ein solcher Ring entsteht, wenn ein gegebener 
ganzer Kreis um eine gegebene Axe gedreht wird, welche sich in 
seiner Ebene, aber ausserhalb des Kreises, befindet. 

In der Figur auf S. 265 ergänze man die Halbkreise zu ganzen 
Kreisen; m^ sei der gegebene Kreis mit dem Radius a^ , den man 
am die gegebene Axe der Z dreht. Von m^ fälle man auf diese 
Axe das Perpendikel m^ b^ , welches die Axe Z in A trifft. Diese 
Linie sei die Axe S> Die Linie wird positiv in der Richtung von 
A nach fn^ gezählt. Man wählt dann auf Am^ zwei Punkte a, y, 
so dass A sich in ihrer Mitte befindet und a, 6^, y, d^ harmonische 
Punkte sind. Bezeichnet man die gegebene Entfernung Am^ mit 
e, die unbekannte Entfernung Aa = Ay mit I, so hat man bekannt* 
lieh (e + !)(6— I) = a]j findet also t und damit die Lage von a und 
y durch die Gleichung 



*) Theorie der Elektricitäts- und Wärme-Vertheilttng in einem Ringe. Halle, 
1864; 513. 
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Die Linie Aym^ in der Lage, in welcher sie sich vor der Drehung 
befindet, sei die Axe der x, die Axe Z die der z. Wir drehen die 
halbe Meridianebene, d. h. die Halbebene, in welcher der ganze 
Ereis m^ liegt und die durch die Axe Z begrenzt wird (oder f&r 
welche die ^ positiv sind), um die Axe Z. Der Drehungswinkel 
sei 1//; ist derselbe ^n, so befindet sich die Axe S in einer Lage, 
die wir als Axe Y bezeichnen. 

Am Eingange des § 67 wurde bereits erwähnt, weshalb die 
einfache Anwendung der Methode der Abbildung hier nicht zum 
Ziele führt; man erreicht aber dasselbe, wenn man berücksichtigt, 
dass die Differentialgleichung z/v = sich wesentlich vereinfacht, 
wenn sie sich auf irgend welche Rotationskörper bezieht Ist näm- 
lich die Axe Z die Botationsaxe, liegt wie bei uns die rotirende 
Figur in der Meridianebene SZ, so führt man für die rechtwinkligen 
Coordinaten x, y, z eines Punktes p des Rotationskörpers die recht- 
winkligen §, ^ des Punktes in seiner Meridianebene ein, indem 

man setzt 

X = ^co&tp, y = Isint//, ä = f . 

Man hat dann für das Quadrat des Linienelementes, dessen Be- 
deutung fbr die Einführung neuer Coordinaten man aus L 308 kennt 

Gelingt es ftlr die rechtwinkligen Coordinaten |, ^ der 
Punkte in einer Ebene allein, der Meridianebene, ortho- 
gonale Coordinaten ft, v einzuführen, so nimmt die Gleichung 
z/v = dieselbe einfache Form an, wie L 308. Die dritte von den 
drei orthogonalen Coordinaten ist nämlich xp. Setzt man ' 

so erhält man 

In dem uns vorliegenden Falle kennt man bereits die geeig- 
neten orthogonalen Coordinaten für ^ und t; sie sind a und 0, und 
zwar hat man (vergl. den Schluss des § 68) 

^ Itsinta y. fsinö 



COStd— COSÖ ' COStCT — cosö ' 

wenn man nicht mehr wie früher von bis n zählt, sondern 
von —n bis tt, selbstverständlich von — tt bis für negative S- 
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Dagegen wird man a, wo wie früher 

loga = logap --logyp 

ist, nicht mehr von — oc bis oo, sondern von bis oo zählen. Um 
die Bezeichnungen zusammenzustellen, sei hier sofort bemerkt, dass 
wir wieder das dem Funkte pr entsprechende a und tp mit t und 
ü) bezeichnen, und setzen 

In dem vorliegenden Falle ist das Quadrat des Linienelementes, 
wie die yoUständige Differentiation von ^ und ^ nach a und zeigt, 

-. — ^ ^rr [da'+ de'- ^m'ai.drp'l 

(cos 10 — cos ö)* •■ ' ^ -" 

während man ftir den Fall der zwei auseinander liegenden Kugeln, 
der im vorigen Kapitel behandelt wurde, fbr dies Quadrat 

-. r-^ ^rr [do'+ ÖÖH sm'e.dip"] 

(Costa— cos ö)' L I I T j 

gefunden hätte. Hiernach verwandelt sich die Gleichung 
^v = im vorliegenden Falle in die folgende 

d r sinta öv "j ö [" sinta öv l 1 d^y __ ^ 

Der leichteren Vergleichung halber füge ich die Gleichung hinzu, 
die man in dem Falle des vorigen Kapitels erhalten hätte, 

d r sing _öv^l , _ö_ r sing gv 1 1 d\ _ 

da V(a,ey da\^ ee \.(jjydy ö(?J+sinÖ((j,(?)' d\p^ "" • 

§ 74. Wir entwickeln nun die reciproke Entfernung 7' zweier 
Punkte mit den dipolaren Goordinaten o, 6, tp und t, rj, to in eine 
Reihe, deren Form für die ferneren Untersuchungen geeignet ist, 
nämlich nach Cosinus der Vielfachen von O—tj und zugleich nach 
Kugelfunctionen, aber nicht mit einem ganzzahligen, sondern 
mit einem gebrochenen oberen Index, der die Hälfte einer 
ungeraden Zahl ist. 

Durch Einführung dieser Goordinaten erhält man offenbar 

fV2 V'8-cos(ö-i?) ' 

wenn man zur Abkürzung setzt 

j = Costa cosiT4-8int(y8intt:cos(i/; — ft>). 
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Während die Entwickelung eines Ansdraeks 

(l-2Äeo8y + i^» 

nach aufsteigenden Potenzen von X als Coefficienten von V' eine 
Kugelfanction erster Art P''(cos9>) giebt, so ftlhrt die Entwiekelung 
desselben Ausdrucks nach Cosinus der Vielfachen von 9 auf die 
Kugelfunction zweiter Art von cos hj. In der That hat man nach 
der bekannten Entwickelung von Gauss in der Abhandlung über 
die hypergeometrische Beihe (Werke III. 129), d. i. nach der ersten 
Formel I. 300, wenn man dort 

setzt, eine Gleichung, die sich, nach Einf&hrung der Kugelfunction 
zweiter Art (I, (19) und (38, 6)) in 



]/j'-co8(ö-i7) n 

verwandelt. Hier kann man auch Ql'^ durch die Formel 

Q {h)-^^' 2.4..r(2iör ^' ^*^ 

einfuhren. 

Man findet also die Entwickelung 

T = 2^^l^-^ i'(?'-»(j)co8K<?-i7> 
Dieselbe Formel fbr Q wie oben ergiebt sich, wenn man 



/^ COSl 
i/ni 



vfpdq> 



K8-CO89 

nach I. 157 in 

{-ly /' ^d'-(l-a?7-* dx 

1.3...(2v-l)y^ dx^ |/^Zri 

verwandelt. Nach v maliger Integration durch Theile geht dieser 
Ausdruck in 

aber. Eine Entwickelung nach absteigenden Potenzen von g ver- 
schafft sofort die früheren Formeln. 
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Diese Gleiohang giebt Q^-^ darch ein zwischen nnd n ge- 
nommenes Integral, nämlich 

^ }/2cos(Ti— 2co89 -{ ]/l-^2Acosqp+r 

Differentiirt man die vorstehende Gleichung ^ mal nach cosat^ so 
hat man also Q)r~^(cosai) durch das Integral 



r 



(1-2^0089? + ^)"+* 

ausgedrückt. 

Schliesslich f&hrt man für Q(£) seinen durch das Additions- 
theorem I, (55) gegebenen Ausdruck ein. Denkt man sich t > a^ 
so erhält man die gesuchte Entwickelung 

^'P^"^(cos(rt)0Ji"*(co8ri)cosju(«^— «). 

Die Kugelf unotionen P und Qy welche hier auftreten, unter- 
scheiden sich von den in den ersten Kapiteln yoYkommenden da- 
durch, dass dort der obere Index eine ganze Zahl, hier eine halbe 
ungerade Zahl ist. Man kann dieselben nach den Formeln des 
ersten Bandes auf verschiedene Art ausdrücken. Z. B. hat man 
nach I, (38, 6) 

Oji"^(COSTt) 

2"-»^ 2.4... 2ir /'«o . , . . . . . , . . 

= ^ ^ -, — -7^ TT- / (costT + •smtTCOSti;y"~*costJMvav, 

n 1.3.5.. .(2»'— l)y ^ 

wo v^ = ilog(costT+l) — ilog(cosiir— 1) ist, und aus I, 207 

F^-*roo8iTn - 1 3.5...(2y~l) f^ co^fi(pdq> 

^ ^ ^" 2»'+* 2.4...(2i'-2)y (costa + tsinfacos?))''^* 

Man kann aber auch die zweite der I. 219 unter 3 gegebenen 
Reihen anwenden und hat 

(?;;'^(cosT0 = (2A,/+i(l-AJ/F(i-f^, v + fi+i, v + 1, X]). 

Endlich erhält man auch eine ähnliche Reihe für P, nämlich 

/^-*(cos(yi) 
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Die letzle Form findet man aus der Gleichung für Q, wenn man bemerkt, 
dass die Differentialgleichung der hypergeo metrischen Reihe F(^ay ßr y, x) ali- 
gemein auch ein Integral F(a, /?, a + /9 -f 1 — y, 1 — x) besitzt. Dadarch 
erhält man aus 

die zweite Lösung 

Dasselbe ergiebt sich durch eine direete Umformimg aus dem vorstehenden 
Ausdruck von P durch ein Integral. Dieses ist (abgesehen von dem constanlen 
Faktor vor dem Integral) 



jy+t f^ cosjuy d(f 

J (i-(i-A')cosHg>r 



/' 



^ "^ ' ^ ^^ ^ 

Entwickelt man den Nenner nach dem binomischen Lehrsatze und benutzt die 
Formel 

cos^^tftcos2^V^# = -^^ iJ(a+^)JI(a-^) 

die verlangt, dass von den (positiven) Zahlen o und /u die erstere die grössere 
sei, so erhält man sofort die Gleichung für P. 

Auch die Reihe für Q lässt sich durch Transformation des Integrals fiodeo. 
Andere Formen für die Functionen P^ und Q^^ die hier auftreten mit eifiem 
oberen Index v — ^y findet man aus den im I. Baude angegebenen Ausdrücken 
für diese Functionen mit ganzzahligem oberen Index. So giebt die Form I. 221 

im vorliegenden Falle die beiden Lösungen PJi""*(cos(T») und Q)i~"'(cosaO in 
der mit den oberen oder resp. mit den unteren Zeichen versehenen Lösung 

Man findet als sohliesBliohes Resultat T auch in der 
Form 
T= \ (a,ö)(.,,)l;cosKÖ~-,)i ^^?^^ 

(u.)''-^(i^ir(i-i:y'F(^+i, ^+^+i, i'+i, iDx 

Hier ist gesetzt 

C-« = A, e-' = A, ; X, < A < 1 ; 

(a, ii) = V'cosai — cosö, (t, jj) = j^cosn— cosj^. 



Wir wenden die vorstehenden Entwickelungen auf die Lösung 
von Aufgaben über das Potential an: 

Führt man in die Gleichung des Potentials v, d. i. in ^v = 0, 
statt y eine neue Veränderliche \s durch die Gleichung 

V = (a, ö)t) 
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ein, go erhält man (rergl. S. 285) 

Man entwickele D in eine nach Sinus und Cosinus der Vielfachen 
Ton d und tp geordnete Reihe 

wo Sf^y eine Function von a allein bezeichnet und das vor dem 

ganzen stehende j^ bezeichnet, dass man zu der vorstehenden 

Doppelsumme noch die drei hinzuf&gen soll, welche aus derselben 
durch Yertauschun^ der Cosinus mit Sinus entstehen. Die Function 
Sfir genügt der Gleichung 

^ +ieotg«.-|-+ [^_(, + iXv_i)], = 0. 

deren allgemeines Integral von der Form 

*/iy = ö^yPjir*(cosat) + 6^K0)i"~*(cos<yt) 

ist Man hat demnach als allgemeinsten Ausdruck fUr das Potential 
des Ringes 

V = (<y, ö)|^ 2;' [a^yfjr*(cosat) + ft/*yOJ^""*(cosai)]cosjMi/;cosvö, 

Je nachdem der Punkt p = (a, 0, y/) im äusseren Räume, in welchem 
a auch den Werth Null erhält, also l gleich 1 wird, oder im 
inneren Räume, in welchem a auch unendlich, also X Null wird, 
liegt, fallen die P oder die Q aus dem Ausdrucke von v heraus. 
Beide hat man beizubehalten, wenn man das Potential in einem 
Räume betrachtet, den man als hohlen Ring bezeichnen kann, in 
welchem a alle Werthe zwischen dem kleineren a^ an der äusseren, 
und dem grösseren a^ an der inneren Begrenzung annimmt. Ich 
behalte im Folgenden, um die Ausdehnung der Formeln zu be- 
schränken, die Functionszeichcn P und Q bei, ohne die Reihen 
oder Integralausdrttcke, die man fbr sie S. 287 erhielt, einzusetzen. 
Zunächst lösen wir die Aufgabe, das Potential des ring- 
förmigen Körpers aufzufinden, wenn es auf der Begrenzung 
a = cTj als Function von d und y; gegeben ist. Es sei diese ge- 
gebene Function 

Heine, Anwendungen der Kugelfunctionen. 2. Aufl. 19 



290 Potential. § 74, 31. 

Man entwickele den Quotienten von f und (a„ ff) in eine trigono- 
metrische Doppelreihe 

^^^' ^^ = 8 -S' c^vC08/ui/;coByö, 

y Costa,— cos ö /j=o,>'=o 

kann also annehmen, dass die c bekannt sind. Dann ist das 
Potential des Ringes in einem Punkte (a, dy xp) des äusseren Raamee 
(Va), oder des inneren (v,) 

X ^nO Ar (?Ji~*(cost(x) • , ^ 

iM==0,v=0 0^^(COS»<Tj 
'^^=o,v=0 "^ Pj,^(C0St<T,) 

Z. B. ist die Green'sche Function für einen im ftosseren 
Baume liegenden Pol (t, 17, w) in dem Punkte (a, 0, \fi) des äusseren 
Baumes 

ß^2-^^^^^^ 1' cos|u(V/~cü)cosK«-9)X 

J!y.x, — rv<?/' •(co8cn)0^^cos(Ti). 
vQf, \coswjJ 

Die Dichtigkeit der Masse, welche über die Oberfläche 
vertheilt G als Potential giebt, findet man nach (a), indem man 
berücksichtigt, dass das Element der Oberfläche 

— %V%mia^dOd\p 
ist. Man erhält als Dichtigkeit im Punkte (a, , 6, xp) der Oberfläche 

2X(t,fjXo,,0y «, _2r*(costO_ «vo«»r<?-r^ 

* = »8„vi — TäT" -^ ^y-i^ — 7— cos^Qip — <ü;cos»Qt^— 1?;. 

Vertauscht man die Q mit den P, so erhält man den Ausdruck ftr 
die Dichtigkeit, welche einem im Innern des Binges befindlichen 
Pole entspricht. Dieselben Formeln für % hätte man ähnlich wie 
in den früheren Kapiteln auch hier durch Differentiation von G—T 
nach dein Element der Normalen 

fda 

(a, ey 

erhalten können, wenn man in dem entstehenden Differential- 
quotienten a = (Tj oder a^ setzt und ihn dann, dem vorliegenden 
Falle entsprechend, durch +^77 dividirt. 
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§ 75. Noch eine Art von Aufgaben ziehen wir in unsere Be- 
trachtang; während wir uns im § 72 mit dem Körper beschäftigten, 
welcher entsteht, wenn ein Kreissegment um die Axe uy rotirt, so 
behandeln wir hier die Kugelkalotte, 
welche dasselbe Segment erzeugt, 
wenn es sich um eine Axe Z dreht, 
welche im Hittelpunkte 'A yon txy 
senkrecht auf ay steht und sich in 
der £bene des Segments befindet. 
Da das Segment das Bild der Gera- 
den /uJp ist, so werden wiederum die 
Kegelfunctionen in die Lösung der 
betreffenden Aufgaben eintreten. 

lieber die Lage der Axen treffen wir dieselben Bestimmungen 
wie im § 73, nennen also Ay die positive Axe der £ und der x 
zugleich, die auf ay senkrechte Drehungsaxe die Axe der ^ und z 
zugleich. Was die positive Richtung derselben anbelangt, so 
machen wir darüber Festsetzungen, welche sich dadurch empfehlen, 
dass man vermöge derselben das Potential in äusseren und inneren 
Punkten bei noch allgemeineren, nämlich linsenförmigen Körpern 
durch die gleichen Formeln bestimmt 

Ein solcher Körper entsteht, indem sich zwei in derselben 
Ebene liegende Kreissegmente, welche ay zur gemeinsamen Sehne 
haben, oder vielmehr nur die halben Kreissegmente mit positiven 
^ sich um die Axe Z drehen. Diese Segmente können entweder 
beide auf derselben Seite von ay oder auf verschiedenen Seiten 
liegen; wir nennen den kleinsten der beiden Winkel, welchen je 
eines von den beiden Segmenten fasst d^, und die Seite, auf wel- 
cher es liegt, die der positiven % ; für den grösseren Winkel setzen 
wir die Coordinate 6 gleich 0j, zählen aber die Coordinate 6y die 
auf ay selbst n wird, auf der Seite der negativen z über n hinaus, 
80 dass die Coordinate 6 auf der negativen Seite, wenn sie einem 
Winkel a entspricht, gleich 2n — a zu setzen ist. Im negativ Un- 
endlichen wird daher 6 = 2n. Geht der Punkt dann zum positiv 
Unendlichen über und von dort bis zu dem Segment, welches den 
Winkel 0g enthält, so zählen wir die Coordinate 6 von 27t bis 
2n + dg. Es ist dies offenbar gestattet, da die rechtwinkligen 

Coordinaten 

19* 
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^ — fiflinta ♦. Isinö 



5 — •- /J » t — 



COBWJ— COSÖ ' COSÜr — COBÖ 

ihren Werth nieht ändern, wenn man xua 2ft wachsen liissL 

Naeh diesen Festsetzungen liegt ein Punkt innerhalb 
oder ausserhalb der Linse, je nachdem man hat 

ö, <Ö<Öj oder ö, <ö<2w+öo. 

Für tp hat man die Werthe von bis 2«, für a Ton bis « 
zu nehmen. 

Der Fall der Eugelkalotte, welchen ich hier behandele, indem 
ich der Arbeit des Herrn Mehler im 68. Bande von Borehardt's 
Journal folge *), bildet einen Theil des Problems der zwei Engeb; 
während wir im vorigen Kapitel die beiden Fälle betrachteten, 
dass die Kugeln aus einander liegen oder sich bertlhren, tritt hier 
der Fall ein, in welchem sie sich durchdringen und ein gemein- 
sames Stttck besitzen. 

Für die Kalotte hat man offenbar dieselbe partielle Differential- 
gleichung wie für den Ring zu integriren, nämlich (S. 285) 

d r sinia ö^ 1 I ^ r sinuy 9v "| 1 d^r 

ö7 IJp^ 'Bär 'M L(Mf öö~J~sincn.(a,ö)" 'W 

Wir beginnen mit der Transformation der Function T^ welche 
denselben Ausdruck giebt wie auf S. 285, nämlich 

f.|/2 yj_cos(Ö~,) 



= 0. 



*) Es sei noch an die Briefe von Herrn Thomson (Lioa?ille J. d. M. 
XII, 263, so wie an die Abhandlung des Herrn Lipschitz im 58. Bande ron 
Borchardt's Journal. S. 152 „Ueber die Vertheilnng der statischen Elektricitat in 
einem kreisförmig begrenzten Segment einer Kngelflache" erinnert. M. veigl. hierüber 
auch die Arbeit des Herrn Lipschitz im 61. Bande S. 1, und den Yon Green be- 
handelten besonderen Fall Bd. 47, S. 174. Herr Mehl er giebt im Programm ron 
1870 an, dass man mit Hülfe der Eegelfunctionen auch die entsprechenden Unter- 
suchungen für das zweifache Rotationshyperboloid führen könne, während das Ro- 
tationsparaboloid und der durch Rotation der Cardioide um ihre Aze entstehende 
Körper die Cylinderfunction erfordere (S. 174). Die fertige Lösung der Potential- 
aufgaben für die letzteren beiden Arten von Körpern wird man in einer zur Zeit 
mir Yorliegenden und nächstens im Druck erscheinenden Hallischen Inaugnrsl- 
dissertation des Herrn Carl Baer finden. 

Die Monographie des Herrn C. Neumann (Leipzig) über „die Vertheilnng 
der Elektricität auf einer Kugelkalotte'* und über die bei der Untersuchung anzn- 
wendenden Coordinaten, für die er den Namen der peripolaren einfuhrt, erschien ab 
dies Kapitel schon zum Druck fertig war im XII. Bde d. math. Klasse d. K. S. 
Ges. d. Wiss. 
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Während aber die dort gegebene Entwickelung von T sich auf die 
Darstellung von T für alle reellen Werthe von ö— i^ bezog, werden 
hier solche Umformungen vorgenommen, die für alle reellen Werthe 
von a, % und V'— <»> also auch für alle Werthe von 

j = costaco8tT4-8iiiiasintTCos(i^— Ol) 

gelten, die grösser als 1 sind. 

Die Differentialgleichung, welcher v, daher auch T genügt, 
giebt, wenn man v = (<;> d).tr setzt. 

Setzt man für tr das Produkt voq cosiju^ oder sint^d mal einer 
Function von q und i// allein, welche nicht mehr enthält, so 
genügt diese offenbar der bekannten Gleichung I, (51) der Kugel- 
function P" mit dem Index » = — ^ + jwi, wenn man in derselben 
nur ia statt 6 setzt. Daher ist eine partikuläre Lösung der Glei- 
chung ^/v = 

(^> ö)r(j)(i4cost/iÖ + 2?sint^ö), 

wenn A und B Gonstanten nach 0^ \p, a bezeichnen. 

Durch eine Summe solcher partikulären Integrale lässt sich T 
ausdrücken. Man findet nämlich (s. u.) mit H. M. 

(32)... ^_i_ =y^r ^^^^^-"^^S -(i)d^. 

>^j-cosy -J cos^m ^^^ "^^ 

wenn q> positiv und kleiner als 2n ist, und hieraus folgenden Aus- 
druck für die reciproke Entfernung T der Punkte (a, 0,xp) 
und (T,iy, cü) 

(38)... ,r = (,,<o(.„)/"^5?^^=göarö)«., 

wenn — i] positiv ist und unter 27r liegt; ist aber tj — 6 
positiv, so hat man unter dem Integrale ö — 17 durch tj — O zu 
ersetzen. 

Zum Beweise von (32) geht man von der Gleichung aus 

du 



2 /** 
(cosai — cosqp)"^ = — / - j 



'+ cosai — cosy 

Macht man hier 

t*' 4" cosai = cosoi. 
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so verwandelt sich die rechte Seite in 

"^ 1 sin ai da 



nJ 



cos Ol — cos qf> |/cos ai — cos q% 
Den Ausdruck unter dem Integral transformirt man durch die Formel 

^ , .V ^ • . -N 2sin ai 

colgi(op — at) — cotg^(flp -f ax) = -. 

'•^^ ^vx I • cosat — cosy 

Ferner drückt man die Gotangente durch die bekannte Gleichung aus, die mit 
den Eigenschaften der Functionen ^ zusammenhängt (I. 112) 

TTcotgi/r = / d^ = 2n / —. 4^- — du. 

J 1 — a J smiiTi^i 

"^ 

Hier ist aber (1er reelle Theil von X positiv und kleiner als 1 zu nehmen. 
Macht man die angegebenen Substitutionen, dreht dann die Integra tionsfolge 
um, so dass man zuerst nach a von o bis oo integrirt, und setzt endlich ^ 

% /** sin a^ da 

sinf^TiiJ y cos at — Costa 
den Werth aus §60, 1, a, nämlich 

n V (cos ia) 

|/2 COS^TTt ' 

so hat man (32) gewonnen. 

Zugleich zeigt die Ableitung, dass man q> in (32) um eine be- 
liebige rein imaginUre Zahl Xi yermehren darf. Es ist daher 

co8(9)— /r)^t.cosA/u 



/oo 



coQfint 



r(i)dfi 



das arithmetische Mittel aas den beiden Ansdrtteken 

1 

Va- 008(9» +IÖ 

Um die Green'sohe Function für den linsenförmigen Körper 
zu finden, geht man davon aus, dass der Ausdruck 

wenn a und 6 Constante nach a, 6, %p sind, die fx enthalten, wie 
aus S. 293 erhellt, der Gleichung ^v = genügt. Wenn man a 
und b gehörig bestimmt, so wird man leicht erreichen, dass dieser 
Ausdruck an den Begrenzungen sich in die Form (33) ftlr T ver- 
wandelt, d. i. in die Reciproke der Entfernung eines Punktes der 
Oberfläche vom Pole (t, rj, w). Geschieht dies, so ist er die Green'- 
sche FunctioTj. 
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Erstens im äusseren Baume ist 

Auf der oberen Kalotte hat man d = d^-\- 2n, an der unteren ö = ö, 
zu setzen ; an der oberen ist ö — i? > 0, an der unteren ö — - jy < 0. 
Im Zähler von (33) hat man daher cos(ö— 17 — 7r)^i an den Ober- 
flächen in co8(öj,— jj4-ji)|Mt resp, in cos (öj— 17+ 7j)|u< zu verwandeln. 
Daher sind a und 6 durch die Gleichungen 

acoB^ijut -{-b&mO^fii = cos(ö,— ij+tj)^» 

zu bestimmen. Setzt man die Werthe in den obigen Ausdruck ein, 
so findet man als Green'sche Function fUr den äusseren Pol 
(r, f], (o) im äusseren Punkte (c/0, V) 

^ '^ '" f J cos/M7ii.sin(27r4-öo— ÖJjMt ' 

wenn man zur Abkürzung setzt 

+ sin(ö— öj)/it. cos(nr + ^o"" 7)^**' 

Zweitens für den inneren Punkt ist in dem Zähler von 
(33) resp. zu setzen cos(öo+7r— ij)/ut und cos(j7 + fr — öj^t, und 
man bestimmt a und 6 durch die Gleichungen 

acosöo^t + ftsinÖ^jjMf = cos(ö^,+7r— iy)iut, 
acosöijut-f fcsinöj/ut = cos(i7+7r— ÖJ/ui. 

Daraus entsteht 



f y cos uTTi . sin (ö, — 



cos^7ri.sin(öj— ÖJ^t ' 

wenn man setzt 

VD = sin(ö,— ö)jM».cos(öo+^--'7)iwi + 8in(ö— ÖJ|ut.cos(i7+fi— ÖJ^t. 

Die Dichtigkeit x^ und x, der Belegung auf den Begrenzungen, 
welche der Green'schen Function entspricht, findet man, indem 
man G—T nach der Normalen auf der Fläche dn difierentiirt 
(S. 90), die in unserem Falle ist 

Beducirt man gehörig, so ergiebt sich fUr den Fall, dass der Pol 
(t, ?/, io) im äusseren Räume ( öj < jy < ö^ + 27r ) liegt , für die 
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Dichtigkeit an der Fläche 6 = 0^+271 



»0 





während der Ausdruck von x^ entsteht, wenn man hier (a, 0^) mit 
(a, 6^ und Bin(?/— ÖJ^i mit sin(27r+ö<,— i/)/Mf vertauscht 

Auf diesen Ausdruck, in der Form, in welcher er auftritt, wer- 
den wir auf S. 297 zurückkommen. Hier wollen wir ihn weiter, in 
ein einfaches Integral, transformiren, in welchem unter dem Integral- 
zeichen nicht mehr die Transcendente IQi) vorkommt Dazu setzen 

wir für tangjU7ri.r(j) den Werth aus S, 219; macht man } = cosi^, 
so ist dieser 

t|/2 /^ sin/uada 



tV2 /^ 



^ |/cos ai— cos fi 

Man setze denselben in x^ und für ju eine neue Veränderliche s ein, 
wobei man sich folgender Abkürzungen bediene 

2/r + Öo-Ö, =^, |u = i«, n(r,-e,)^ß. 

n 

Alsdann wird 

nH'^2 ^ Vcosat-oosCt-^ «^^^^ 

Das innere Integral lässt sich ausführen, da die (positive) Zahl ß 
kleiner als n ist Die bekannte Formel*) 

^ siußsi _ ^ ycos»yr.sin»/y 
zeigt, dass dasselbe gleich ist 

1 d 1 

— JSi'COSJ'Tisini'/Je"""*'' = — ^r— sin/? 



2/4 öa cos am -4- cos/? 

So findet man schliesslich 



— ^'(^> '?)(^> O'sinwfa — gj Z^"" (cos ai — cos gt)~* sin ani da 
'"^ " 2f}/2 7r'I' ^ [cos am + cos 11(37 — ö J]' 



x^ = 



während x^y die Dichtigkeit der Belegung auf der Fläche = 6^^ 
aus dieser Formel gewonnen wird, wenn man (a, d^^) mit (a, ö,) und 



*) Cauchy, Exercices II, 1827. Usage du calcul des r^sidns pour la som- 
mation ou la transformation des sdries, Gleich. (90), S. 309. 
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im Nenner unter dem Integrale C08fi(i?— -ö,) mit --co8ii(j; — Öj) rer- 
tauscht. 

In dem speciellen Falle, dass n eine ganze Zahl ist, lässt sich 
sowohl in G als auch in x die Integration ausführen, und man erhält 
füc diese Functionen eine endliche Summe, deren Glieder keine 
höhere Transcendente als trigonometrische Functionen enthalten, 
und die hinreichend andeutet, wie man diese Besultate auch durch 
das Princip der Spiegelung hätte erhalten können. 

Indem man einen Ausdruck 

l + 2r'*cosny4-^*" 
in die Summe 



und dann jeden von den beiden Brüchen in Partialbrüche zerlegt, 
findet man sofort 

n sin gm "z;^ sinai / _ « 2v7i\ 

cosam + cosii(i7 — öj) "" ^ cosai— eosy^ ' v" "" '"~ <> ' ^/' 

Setzt man dies in den Ausdruck von G oder x ein, so erhält man 
sogleich diese Gleichungen in der angegebenen Form, erhält z. B. 

2;r}/2r ^V y=o l/g — cos/v 

Dieselben Mittel gestatten die Ausführung der Integration, wenn n 
die Hälfte einer ganzen Zahl wird, während die Integrale schon 
elliptische werden, wenn erst 3n eine ganze Zahl ist. Es wird 
überflüssig sein, hier, wo es sich um eine Uebersicht über die An- 
wendung der Methoden auf verschiedene Körper und nichi um eine 
Monographie der einzelnen handelt, die Formeln zu häufen. Ich 
übergehe deshalb den ganz ähnlichen Ausdruck für x^, und ebenso 
die Formeln für die Dichtigkeit x^ oder x^ der idealen Masse, mit 
welcher die Grenzflächen zu belegen sind, um die Green' sehe 
Function für einen im Innern gelegenen Pol (t, tj, w) als Potential 
darzustellen. 

Gehen wir auf die Formel für x^ auf S. 296 zurück, in der 
I^ ( j) noch nicht durch das Integral ersetzt war. Das Flächenelement 
der Fläche = 0^ ist, wie man aus S. 285 weiss, 

. iPsinai ^ ^ , 
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Hieraus folgt, mit Hülfe von (6) auf S. 90, als Ausdruck für das- 
jenige Potential Va im äusseren Punkte (r, rj, ca), welches an den 
Grenzflächen = 6^ und ö = ö, sich in /o(a, i^) resp« fi(<F, tp) ver- 
wandelt 

Diese Formel lässt sich zusammenziehen, wenn man für x^ und x^ 
ihre Werthe einsetzt. Wir übergehen diese Umgestaltung ebenso 
wie einen ähnlichen Ausdruck für y«^ und betrachten das Resultat, 
welches man erhält, wenn man den Punkt (t, tj, (o) auf eine der 
Grenzflächen, sie sei = 6^^ rücken lässt, so dass man zu setzen 
hat 71 = 271 + 6^. In diesem Falle wd x, = und x^ nimmt den 
Werth an 



während v« in /'^(ir, rj) übergeht. Führt man statt der Function f^ 
eine andere (p durch die Gleichung ein 



fo(^^ V) = y Costa — cos Ö^ q>(a, xl>)^ 
so erhält man daher die zusammengehörenden Gleichungen 
(36) ... j = cos (Tt cosT« + sin a% sinvi cos (%iß — w), 

q>(t, w) = — ö~/ tSLUgidm.fidfjL/ BmaidöJ V(i)g>(o, ili)dyß. 



Diese dienen ebenso zur Darstellung einer Function g>(%, co), die für 

T = CO gleich wird, und zwar so, dass sie mit Vcosit multiplicirt 
noch endlich bleibt, auf einer Kalotte wie die oft benutzte Gleichung 
von Laplace I. 433 zur Darstellung einer Function auf einer Kogel- 
fläche. 

Hier möge eine Anwendung von (36) Platz finden, welche 
analog derjenigen ist, welche man von den Formeln macht, nach 
denen man eine Function von zwei Veränderlichen durch Kugel- 
functionen oder durch Cylinderfunctionen darstellt. Wird q> in (36) 
von (o unabhängig, so erhält man 

f " (cosTt) tangjMi. ^4 dfij V (cos ai) q>(a) sinaida. 



Hier drücke man, im inneren Integrale, f^(co8ai) nach S. 219 als 
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Integral von bis a aus, kehre die Integrationsfolge um, so dass 
man zuerst naeh a von a bis oc und dann nach a von bis oo 
integrirt. Dann findet man sofort « 

<p(t)= / r (cosTt)tang/ii./idiu/ cos/uada/ . =- 

^ *^Q a ycosai-cosai 

Man setze z. B. 

y(<T) = (costa — y)-% 

wo y kleiner als 1 und v grosser als i zu nehmen ist Führt man 
für a eine neue Veränderliche s durch die Gleichung 

cos oi — cos ai = (cos ai — y^z 

ein, so giebt das Doppelintegral nach a und a 



i^Gtr^v — i) /** cos ^a da 
Tv J (cos ai—y)"-* ' 





also im wesentlichen einen Differentialquotienten von V(—y) nach y. 
Fflr y = 1 endlich erhält man, wenn man noch costi = x setzt, die 
Gleichung 

(37)... -J— = nT ^^g^^f r(x)l(--y).fidfi, (y<l<x), 
^ "^ x^y J tcos/uTTt \ j \ ^j ^ ^^ \v /» 

welche der Gleichung I, (11) entspricht, durch die man den Aus- 
druck auf der linken Seite nach Eugelfunctionen entwickelt. 

Die Formel welche (37) dann entspricht, wenn statt der I die 
Cylinderfunctionen J und K auftreten, findet man auf demselben 
Wege aus I, (74); zunächst erhält man nämlich 

/<J0 y^oo V 

J(ßx)ndn/ J(fia)<p(a)ada. 



Setzt man sohliesslioh 

1 



tp(x)- 



und berücksichtigt den Ausdruck der Gylinderfunction zweiter Art 
K durch (e) in 1. 197, so findet man 

(38) . . . --^^TT = r J(t^)KQiyxUid(i. 

Selbstverständlich bedarf es noch einer genaueren Untersuchung, 
wie wir sie fttr die Entwickelung von Functionen zweier Veränder- 
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liehen nach Kugelfanetionen besitzen, um die näheren Bedingongen 
festzastellen, unter welchen die rechten Seiten von (36) und den 
daraus abgeleiteten Formeln die linken Seiten darstellen. Die Glei- 
chungen 36—38 sind von Herrn Mehler gegeben. 

Vermittelst des Satzes (36) über die Darstellung von Functionen 
durch das dreifache Integral findet man die schliessliche Form fttr 
das Potential v, und Va unserer Kalotte im Baume, wenn es an der 
Begrenzung als Function /o(a> V') und f^o, tp) gegeben ist. Man setze 

Die Untersuchung über particuläre Lösungen von ^v = zeigt 
dann, dass 

V = \l I tang^/rt. \i diil sinTiör X 



V (g)(a COS juöf + 6 sin^M)do) 



der Gleichung ^v = genügt, wenn a und b von a, 6, \p unab- 
hängig sind. Bestimmt man diese Constanten so, dass 

a eoBfiO^i + 8 ünfiO^i = — g>^ (%, co), 

acos/iö,i+ fcsin^öjt = —<Pi(t, to) 

wird, so ist v das gesuchte Potential v, für den inneren Raum; es 
wird aber gleich v« , dem Potential im äusseren Baume, wenn man 
die erste dieser linearen Gleichungen durch die folgende ersetzt 

flcosjui(öo+27r)+6siniui(ö^,+2fr) = —q>Q(T,(o). 

Im ersten Falle z. B. ist 

sm(öo-e,)A*» 
§ 76. Die Integration der Differentialgleichung ^fv = 0, in der 
V zugleich gewissen gegebenen Bedingungen genügen sollte, gelang 
in den hier behandelten Fällen, wenn es sich um Botationskörper 
handelte, indem man statt der rechtwinkligen Goordinaten x, y von 
Punkten der Meridianebene andere orthogonale einführte, welche 
die Integration nach derselben Methode gestatten, nach welcher die 
Gleichung für die Botationsellipsoide im 26. Bde von Cr eile's Journal 
integrirt wurde. Bezeichnet man die neuen Coordinaten durch t 
und u und durch a eine Constante, so hängen t und u mit x und 
y durch die nachfolgenden Gleichungen zusammen: 
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Bei dem Rotationsellipsoid wird gesetzt 

jc-j-ty = aco8(/+fi#); 

bei dem von excentrischen Engeln begrenzten Ranme, dem Kreis- 
ringe, dem rotirenden Kreissegment nnd der Linse 

x+iy = aootgi(t + iü)] 
bei dem Grenzfall der sich berührenden Engeln 

' ^ t — tu ' 

bei dem Cylinder nnd Kegel benutzt man die gewöhnlichen Polar- 

coordinaten 

x + iy = t€^. 

Die FfirstUch Jablonowski'sche Gesellschaft der Wissen- 
schaften hatte ftlr das Jahr 1874 die Preisfrage gestellt: „Auf 
einem Rotationskörper, dessen Meridian durch die Lemniscate 
(Gassini 'sehe Gurre) 

dargestellt ist, soll die Vertheilung der Elektricität unter dem Ein- 
flüsse gegebener äusserer Kräfte ermittelt werden.^ 

Diese hat Herr Wanger in gelöst*), indem er x und y als 
elliptische Functionen von t und u darstellt, nämlich eine von 
folgenden Formen der Abbildungsfimction wählt: 

*+»y = asinam(<-f it«), 
x + iy = acosam(<-f w), 
x + iy = aJeLm(t + iu). 

Nach Einfahrung der neuen Goordinaten gelingt es Herrn Wan gerin 
die Integration der partiellen Di£ferentialgleichung auf die von ge- 
wöhnlichen mit zwei, nämlich einer unabhängigen und einer ab- 
hängigen Veränderlichen zurückzuführen. Wenn alles allgemein 
bleibt, so haben ihre Lösungen den Gharakter einer L am ö' sehen 
Function dritter Ordnung. Die Absicht, über einige Einzelheiten 
später weitere Untersuchungen anzustellen, veranlasst mich, auf die 
interessante Arbeit des Herrn Wangerin nur hinzuweisen ohne 
hier auf ihren Inhalt näher einzugehen. 

*) Preisschriften gekrönt und herausgegeben von der Furstl. J a b 1 o n. Ges. zu 
Leipzig. Leipzig 1875. S. Hirzel. 
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m. TheU. 

Analytische Theorie der Wärme. 



Erstes KapiteL 

Allgemeines. 

§ 77. Fourier handelt in seiner Theorie analytiqne de la 
cbaleur*) über die Wännebewegung in einem bomogenen Eöq)er, 
dessen Begrenzang, die aueb aus mehreren getrennten Stücken be- 
steben kann, entweder selbst in einer gegebenen Temperatur er- 
balten wird oder von einem Gas umgeben ist, welches eine ge- 
gebene Temperatur besitzt. Die Aufgabe, die Temperatur des 
Körpers zu ermitteln, assimilirt er einer mathematischen Aufgabe, 
indem er Gesetze zu Grunde legt, welche nur eine Annäherung an 
den wahren Sachverhalt geben, so dass die Lösung des mathe- 
matischen Problems nur eine Annäherung fär das physikalische 
verschafft. 

Den Körper assimilirt man einem Aggregat materieller Punkte, 
die starr mit einander verbunden sind, so dass die Ausdehnimg 
durch die Wärme nicht berücksichtigt wird. Eine directe Wärme- 
wirkung findet, nach unseren Annahmen, nur zwischen unendlich 
nahen Punkten statt, und zwar denkt man sich, dass eine positive 
Wärmemenge von einem wärmeren zu dem kühleren Punkte in der 
Zeit di fortschreitet, welche proportional ist dt und der Differenz 
der Temperaturen beider Punkte. 

Wir sagen von einem Körper, die Wärme sei in ihm im 
Gleichgewicht, wenn er so viel Wärme in jeder beliebig kleinen 
Zeit empfängt, wie er in derselben Zeit an seine Umgebung ab- 
giebt, so dass seine Temperatur sich nicht ändert Wir handeln 
hier über diesen Zustand des Gleichgewichts. 

d) Giebt man jedem Punkte eines Körpers mit den recht- 
winkligen Goordinaten ^, t], ^ eine Temperatur u, welche durch die 

Gleichung 

v = A — a^—ßr^ — yC 

*) Paris, 1822. 
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aasgedrttckt wird, wo A, a, ß, y Gonstante bezeichnen, und erhält 
man die Punkte der Begrenzung in der nach diesem Gesetze ihnen 
zukommenden Temperatur, so ist dieser Zustand ein Zustand des 
Gleichgewichts. In der That kann man zu jedem Punkte [^, t], Q 
die Punkte paarweise so zuordnen, dass er von dem einen so viel 
Wärme empfängt, wie er an den zweiten abgiebt. Nimmt man als 
den ersten den Punkt [J+A, >/+ä, 5+/], dessen Temperatur ti^ sei, 
so ist der zweite [?— ä, 17— fc, f— f|. Seine Temperatur sei ti,. In 
der That ist dann 

« — fij = u, — w = ah-\-ßk ■{- yl. 

6) Wir bestimmen die Wärmemenge, welche durch ein Element 
do einer Ebene in der Zeit dt hindurchgeht. 

Dazu gehen wir von dem speciellen Falle aus, dass dem vor- 
liegenden Körper eine Temperatur 

ertheilt wird. Die Wärmemittheilung erfolgt dann nur in der Rich- 
tung der I, indem die Temperaturdifferenz von Punkten mit dem- 
selben f Null ist, und zwar strömt die Wärme in der Richtung der 
positiren §, so dass durch das Stück do der Ebene in der Zeit dt 

ein Wärmequantum 

Kdodt 

hindurchgeht, wenn K eine von der Beschaffenheit des Stoffes, aus 
welchem der Körper gebildet ist, abhängende Gonstante bezeichnet, 
welche man die innere Leitungsfähigkeit des Körpers nennt. 

Hätten wir dem Körper die Temperatur ertheilt, welche durch 
die Gleichung 

ausgedrückt wird, so würde aKdodt die Wärmemenge gewesen sein, 
welche in der Zeit dt durch do geht. In der That ist die Tempe- 
raturdifferenz zwischen zwei Punkten [|, 17, 5] ^^^ [?n ^n &] ^^^ 
erste Mal f, — ^> das zweite Mal a(^, — ^), also das zweite Mal die 
Wärmemenge das a- Fache der ersten Wärmemenge. 

Ist endlich die Temperatur, wie im allgemeineren Falle, 

u = A — a^—ßrj'-y^, 

80 lege man eine Ebene, parallel der Ebene der HZ, durch den 
Punkt [§,17,?]. Jedem Punkte [^'{'h,7i-\'k,^-\-l] ordne ich einen 
anderen [§ + *> 7 — *^ £ — C zu. Die Temperaturen der erwähnten 
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drei Punkte Beien u, Uj, ti,. Dann wird 

M — Wj = ah — ßk—yl, 

80 dass die Wärmemenge, welche u an u^ und ti, abgiebt, propor- 
tional ist 2ah, alfio dieselbe als ob die Temperatur A — a^ gewesen 
wäre. Ueberträgt man die Untersuchung auch auf Ebenen, die auf 
der Axe H oder Z senkrecht stehen, so erhält man schliesslich das 
Resultat : 

Haben die verschiedenen Punkte eines Körpers die Temperatür 

u = ii — o§— /Jiy — yf, 

so ist dies ein Zustand des Gleichgewichts der Wärme und dnrcb 
ein ebenes Stück do, welches senkrecht auf der Axe der S, H oder 
Z steht, geht in der Zeit dt eine Wärmemenge resp. 

aKdodt, ßKdodt, yKdodt. 

Diese Wärmemengen, von dem Faktor dodt befreit, nennen wir den 
Wärmefluss durch die betreffenden Ebenen. Derselbe ist, bei dem 
obigen Zustand des Gleichgewichts, f&r parallele Ebenen der gleiche. 

§ 78. Wir betrachten nun die veränderliche Wärmebewegung 
im Körper, also den Fall, in welchem das Gleichgewicht der Wärme 
nicht besteht. 

d) Der Wärmefluss bei dem veränderlichen Wärmezustande. 

Die Temperatur u in jedem Punkte des Körpers ist eine 
Function von den rechtwinkligen Goordinaten, die x, y, z heissen, 
und der Zeit /. Man nimmt an, dass die Temperatur im Innern 
des Körpers sich nicht continuirlich ändert, sondern dass sie in 
dem unendlich kleinen Zeitabschnitt von f bis ( + dt constant bleibt, 
und nach Verlauf dieser Zeit sich plötzlich ändert Ist u oder 
^[^> Vy ^9 4 ^^^ Temperatur in einem bestimmten Punkte [x, y, s], so 
wird 

«[a? + $> » + '?,.« + & t] 

die Temperatur in Punkten 

[^+1 y-\-v, a + ?]. 

In Punkten, welche dem ersten [x, y, js] unendlich nahe liegen, deren 
Goordinaten in Bezug auf ein rechtwinkliges System (dessen An- 
fangspunkt in [x, y, z] liegt) S> ^> ^ sind, ist daher die Temperatur 
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Dieser TemperaturzuBtand ist aber, nach der zu Grunde liegenden 
Vorstellung von der Art wie die Temperaturänderung vor sieh geht, 
ein Zustand des Gleichgewichts fttr die Zeit von ( bis t + dt, jind 
zugleich eine lineare Function der Coordinaten |, tj, ^. Wir wenden 
auf ihn die Sätze des vorigen Paragraphen an und erhalten: 

Der Wärmefluss im Innern des Körpers durch drei im Punkte 
[x,yyz] auf einander senkrechte, den Goordinatenebenen parallele 
Ebenen ist zur Zeit t resp. 



öa? ' öy ' dz 

Hieraus folgt unmittelbar, durch eine Drehung des Axensystems, 
dass der Wärmefluss durch ein ebenes Stück, welches auf einer 
Richtung n senkrecht steht (M. vergl. § 17, S. 43), gleich ist 

6) Die Gleichung der Wärmebewegung im Innern des Eörpera. 

Um diese Gleichung, über deren Ableitung Einiges bereits 1. 348 
gesagt wnrde, zu erhalten, mache man [xy y, 2] zum Eckpunkt eines 
unendlich kleinen Parallelepipedums, dessen Kanten den Coordinaten- 
axen parallel und gleich X, ^, v genommen werden. Durch die Fläche 
desselben, welche im Punkte \xy y, z] parallel der Ebene YZ gelegt 
ist, geht in der Zeit dt in der Richtung der positiven x die Wärme- 
menge (s. 0.) 

folglieh geht durch die parallele Ebene, welche durch den Punkt 
[x-\-X,y,z] gelegt wurde, in derselben Richtung die Wärmemenge 

du ^ d^u 

so dass der Ueberschuss der in positiver Richtung durch die erste 
Ebene eintretenden Wärme über die durch die gegenüberliegende 
austretende 

K-^^lfivdt 

ist Stellt man die entsprechende Betrachtung in Bezug auf die 
beiden anderen Ebenenpaare an, welche zur Begrenzung des Pa- 
rallelepipedums gehören, so ergiebt sich, dass die Wärmemenge, 

Heine, Anveiidungen der KugelfaDCtionen. 3. Aufl. 20 



-^t+^S)""«. 
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die dasselbe in der Zeit dt gewinnt, gleich 



ist. Dividirt man diese Wärmemenge durch das Volumen Xfiy, die 
Dichtigkeit q und die specifische Wärme C des Hateriales aus dem 
der Körper besteht (die wir als von der Temperatur unabhängige 
Constante betrachten), und fQhrt eine positive Constante a durch 
die Gleichung K = a^qC ein , so ist der Temperaturzuwaehs der 
Punkte des Parallelepipedums einerseits 

andererseits 

80 dass die Temperatur u im Paukte [x, y, s] des Innern, zur Zeit i, 
der partiellen Differentialgleichaug genflgt 

... du ,/'d*u . a»« , d*u\ 

(1)... -^ = a[^-^-\--g^ + -^^)- 

c) Die vorstehende Gleichung allein reicht zur Bestimmung 
von t« nicht aus; sie ist eine der Bedingungen, welche u erftQIen 
muss, und flihrt häufig den Namen der Hauptbedingung. Ich stelle 
hier noch andere Eigenschaften von u, die Nebenbedingungen, zu- 
sammen und zeige im § 79, dass sie, zu (1) hinzugefügt, eine einzige 
Function u eindeutig bestimmen. 

Bei der Aufsuchung der Temperatur u, die zu einer beliebigen 
Zeit t im Körper herrscht, denken wir uns die anfänglichen Tempe- 
raturen gegeben, so dass die gesuchte Function u, von t und den 
Goordinaten, sich für < = in eine gegebene Function der Goordi- 
naten verwandelt und wir eine Nebenbedingung der Form 

tt = f («, y> »)? (' = 0), 
erhalten. 

d) Ausserdem ist uns an der Begrenzung entweder u selbst 
oder die Temperatur des Gases, mit dem die Oberfläche in Berflh- 
rung steht, gegeben. 

Im ersten Falle hat man, wenn man durch Vo die Temperatur 
an der Oberfläche bezeichnet, unmittelbar eine Nebenbedingnng der 
Form 
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WO (p eine gegebene Function vorstellt, und die Coordinaten x, y, z 
nicht völlig unabhängig, sondern durch die Gleichung, welche die 
Begrenzung auferlegt, verbunden sind. 

Im zweiten Falle geht man von der Erwägung aus, dass der 
Wärmefluss in einem Punkte der unendlich nahe einem Funkte p 
der Oberfläche, auf der Normalen an der Oberfläche in p, liegt, 

du 

insofern er als dem Innern angehörend betrachtet wird, —K-^— 

on 

» 

ist, wenn n die nach aussen gerichtete Normale bezeichnet. Anderer- 
seits ist aber die Wärmemenge, welche von einem solchen Punkte, 
dessen Temperatur nahe u^ gleich kommt, zu einem unendlich 
nahen Punkte des Crases von der gegebenen Temperatur tp(x, y, *, t) 
Obergeht, proportional Uc—g>. Bedeutet H eine positive Constante, 
die äussere Leitungsf&higkeit genannt, so hat man als Gleichung 
ftlr die Begrenzung*) 

Bezeichnet man die Constante H:K durch k, so verwandelt sich die- 
selbe in 

du 

-^ +h[u,-q>(x, y, z, t)] = 0. 

e) Die vorhergehenden Betrachtungen beruhen auf der Voraus- 
setzung, dass ti differentiirbar sei, und dass u und die Differential- 
quotienten von u nach jeder Richtung im ganzen Innern des Kör- 
pers, und zwar u bis in^ die Differentialquotienten nur bis an die 
Begrenzung, endlich und stetig bleiben. 

§ 79. Aus den Voraussetzungen, welche wir über die Wärme- 
mittheilung machten, ergab sich, dass der Wärmezustand u den Be- 
dingungen, die im vorigen Paragraphen unter (6) — (e) aufgestellt 
wurden, genügt. Wir beweisen nunmehr, dass diese Bedingungen 
eine Function u eindeutig bestimmen, indem wir uns einer Methode 



*) Im Monatobericht der Berliner Akademie d. W. Mai 1880, S. 457—478 
macht Herr H. F. Weber eine Untersuchung bekannt, aus der er das Resultat zieht, 
dass das VeVhiiltniss des Leitnngsvermögens fiir Warme und Elektricität nicht, wie 
man bisher 'annahm, für alle Metalle constant sei. Er legt hier die Annahme eu 
Grunde, dass die nach aussen abgegebene Wärmemenge nicht proportional uo — (f 
sei, sondern durch einen Ausdruck von der Form H(uo — ^) + ^i(tte — 7O' darge- 
stellt werde. 

20» 
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bedienen, welche derjenigen nachgebildet ist, die Dirichlet Ar die 
ähnliehe Untersuchong bei dem Potential anwandte. Es ist also 
nachzuweisen für die erste Art von Problemen, dass u bestimmt 
sei durch die Bedingungen unter e) der Gontinuität etc., femer dareb 
die Hauptbedingung 

und die Nebenbedingungen 

(ß) ... 11 = f(x, y, z) für t = 0, 

(y) . . . «0 = <p(x, y, a, 0^ 

während fttr die zweite Art von Problemen, wenn nämlich der feste 
Körper mit einem Gas umgeben ist, statt (y) die Nebenbedingong 

du«} 
(d) ... -Q^ + h[uo'-g>[x, y, », (] = 

auftritt. 

Beweis. Wttrde noch eine zweite Function U existiren, welche 
denselben Bedingungen genügt, so würde, wenn man U—u^w 
setzt, eine von verschiedene Grösse to ausser e) noch den Bedin- 
gungen genügen 

(«,) • • • -^ = «'^«^* 

(/?,)... «? = für < = 0, 
(y,) ... Wp = 0, 
oder statt (yj der Gleichung 

Man multiplicire (a,) mit w, und integrire die so entstehende Glei- 
chung über den ganzen Körper, und ausserdem nach t von an. 
Dadurch entsteht 



-/V//[(^)'+(t)'+(^)>^«- 

^ 

wenn die dreifachen Integrale nach x, y, z sich über den ganzen 
Körper erstrecken, das doppelte nach o über die Begrenzung aus- 
gedehnt wird. 



J 
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Erfüllt u zuerst die Bedingung (;/,), so wird das Integral nach 
o Null, da tr an der Begrenzung, nach (^J, Null und dwidn nach 
e) endlich ist. Das dreifache Integral der Linken ist, der Natur 
der Sache nach, nicht negativ, das auf der Hechten mit dem Vor- 
zeichen nicht positiv. Daher müssen ihre Elemente, also muss to im 
allgemeinen, und wegen der Gontinuität im ganzen Körper Null sein. 

Würde u aber nicht (y,) sondern (dj erfüllen, so vrird das 
Flächenintegral nach o 

also nicht positiv. Hieraus folgt, wie oben, dass w überall im Körper 
NuU ist. 

Diese Beweisführung muss gerade in den einfachsten 
Fällen modificirt werden, wenn es sich nämlich um Körper 
handelt, die nach einer oder mehreren Dimensionen sich in's Un- 
endliche erstrecken. Hierher gehört, um ein sehr einfaches Beispiel 
zu nennen, die Aufgabe, den Wärmezustand des unendlichen Raumes 
zu bestimmen, wenn derselbe eine gegebene Anfangstemperatur hat, 
welche nur von der einen Goordinate x abhängt. Man hat also u 
so zu bestimmen, dass sei 

. ^ du , d^u 

(ß) ... u=zf(x) für < = 0, 

und zwar für alle Werthe von x, von a: = — oo bis o? = c». 
Schliesslich muss u den Bedingungen e) der Endlichkeit etc. genügen. 
Der vorige Beweis lässt sich hier deshalb nicht anwenden, weil 
keine Bedingung vorliegt, welche den Werth von u in der Unend- 
lichkeit, die hier der Begrenzung entspricht, giebt, so dass dort eine 
etwaige zweite Lösung U nicht mit u übereinstimmen, also to im 
Unendlichen nicht nothwendig Null sein muss. Während ein Po- 
tential im Unendlichen Null sein muss, so ist dies nicht mit u der 
Fall. In der That findet man eine den Bedingungen genügende 
Function u auch in Fällen, in denen die gegebene Anfangstemperatur 
fQt) nicht im Unendlichen Null ist, sondern um Null oscillirt und 
unendlich viele Maxima und Minima besitzt. Setzt man f(x) = eoBx, 
so kann man überhaupt keinen Werth für u finden, wohl aber für 
f(x) = eo^xx. Im ersten Falle bleiben die Abscissen x der grössten und 
kleinsten Werthe von f immer um ein endliches Stück von einander 
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entfernt, wie gross man auch x nimmt, während mit wachsendem x 

die Abscissen, welche go^xx zum Maximum oder Minimum maehen, 

beliebig nahe zusammenrücken. Die Function u, welche dem An- 

fangszustand 

u = QOBxx für / = 

entspricht und den übrigen Bedingungen genügt, wird, wie man aus 
bekannten Formeln findet, durch die Gleichung gegeben 

u = l^cos Ö e-**'"»2tf cos(aj*co8'ö + ^ö), 

wenn man statt der Zeit t zur Abkürzung die Veränderliche d 
durch die Gleichung 

4a'/ = tang^ 
einführt. 

Es wird genügen, wenn hier gezeigt wird, wie in einem der 

erwähnten Fälle der Beweis für die Einheit der Lösung geffthrt 

wird, z. B. in dem obigen Falle, wo es sich um einen nach allen 

drei Dimensionen in's Unendliche ausgedehnten Raum, speciell nm 

die Bedingungen 

du 5 ö'tt 

= a' 



dt ~^ dx^ ' 
u = f(x) für * = 

handelt Es ist daher zu beweisen, dass u> Null sei, wenn die 
Gleichungen bestehen sollen 



= a' 



a< ""• dx' ' 

w = für i==0. 

Multiplicirt man die erste von ihnen wiederum mit to und in- 
tegrirt nach x von einem Werthe b bis c und nach t von an, 
so erhält man 

b 6 

Bringt man das letzte Glied auf die linke Seite, so zeigt sich sofort, 
dass das nunmehr allein auf der Rechten befindliche Glied mit in's 
Unendliche wachsendem c oder zu •— oc abnehmendem 6 unendlich 
wird, wenn nicht tr für unendliche Werthe- von x zu Null con- 
vergirt. (Es würde nämlich sonst 

/»oo 
w^dx 

00 



§80,1. AUgemeines. 311 

unendlich sein.) Dann ist aber 



weil, wie eben bewiesen, u> im Unendlichen 0, und sein Diffe- 
rentialquotient (Bedingung e) nicht oc wird. Man hat also 

00 00 

da die linke Seite nicht negativ, die rechte nicht positiv ist, so 
müssen beide Null sein. Also ist w im allgemeinen und, wegen 
der Bedingung der Stetigkeit, überall Null. 

§ 80. Jede von den beiden Arten von Aufgaben , um die es 
sich handelt, sowohl die erste, bei welcher u aus (a), (/?), (y)^ als 
die zweite, bei welcher u aus (a), (/}), (d) bestimmt werden soll, 
lässt sich auf zwei einfachere Grattungen reduciren. 

Wir beschäftigen uns zunächst mit der ersten Art, und setzen 

u = o + tr, 

indem wir die Bedingungen, denen u unterworfen ist, auf v und w 
folgendermaassen vertheilen: 

(o) . . . -gjf^ ^^^> -gf = ^^^> 

(ß) ... f? = 0, ttj = f(x, y, ») für / = 0, 

(y) ... f?o = (p(x, y, %, /), w^ = 0. 

Die Aufgabe, die Temperatur to zu ermitteln, lässt sich nicht weiter 
reduciren, und bildet die eine von den soeben erwähnten beiden 
einfacheren Gattungen, wohl aber die andere, v zu ermitteln. Es 
genügt nämlich, wenn man letztere unter der Voraussetzung löst, 
dass 97 von % unabhängig ist, in Worten, dass die Temperatur, in 
welcher man die Oberfläche erhält, zu allen Zeiten die gleiche, 
nämlich dieselbe bleibt wie sie zu einer Zeit X ist, wo X eine Zahl 
zwischen und % bezeichnet Ist nämlich 

ö = x(a?> y, », K 

die Lösung der Aufgabe 

D = für < = 0, 

öo = (p(x, y, Zy X\ 



ai2 Warmethcoric. § 80, 2. 

80 erhält man als Werth yon v (s. d. unten folgende Anmerkung) 

(2)... r=y"j^[^yi|L^^izi^5i. 



Man bestimmt t), indem man diese Temperatur wieder in die 
Summe zweier zerlegt Man setzt nämlich 

= Jv, 4f = ^'^^' 

Vo = g>(x, y, Ä, A), go = 0, 

f=— V für < = 0. 

Die Function v ist denmach denselben Bedingungen unterworfen, 
wie ein Flächenpotential, welches sich an der Begrenzung in eine 
gegebene (von der Zeit unabhängige) Function (p(x, y, s, l) ver- 
wandeln soll Ist y gefunden, so hat man die Function ^ zu er- 
mitteln, welche denselben Bedingungen unterworfen ist wie oben 
fr; es ist offenbar unwesentlich, dass der Werth von «? ftr < = un- 
mittelbar gegeben ist, gleich f(x, y, a), und der von ^ erst mittelbar, 
nämlich gleich — v, wo v die Lösung einer Potentialaufgabe bedeutet. 
In der That ist also die Aufsuchung von u, welches den Bedin- 
gungen a, ß, y, genügen soll, auf zwei einfacheren Gattungen reducirt 

1) ein Potential v zu finden, 

2) eine Function to zu finden, welche den Bedingungen unter- 
worfen ist 

-3— = a^Jtc; to = f(x, y, z) für / = 0; f«?c = 0, 

wenn f eine beliebig gegebene coutinuirliche Function bezeichnet 
Nur mit der zweiten Aufgabe haben wir uns in diesem III. Theile 
zu beschäftigen. 

Anmerkung. Zum Beweise der Formel (2) llieile mau die Zeit i in fi un- 
endlich kleine (gleiche) Theile, deren jeder t sei. Die Temperatur e zur Zeit ( 
wird dann durch Superposition (Addition) von n-)-l Temperaluren des Körpers 

^01 ^1? Ö2, ... t)« 
erhalten, von denen jede einzelne nach der Zeit m = t entsteht, wenn zur 
Zeit seine Anfangslemperatur war. Femer wird, um die einzelnen Tempe- 
raturen t>Q, Dj, etc. zu gewinnen» die Oberfläche*) erhalten 

*) Wir unterdrücken im Folgenden, der Kürze wegen, hinter den Functions- 
zeichen (p und;^ die Buchstaben x, y, «, schreiben also <^(il), ;^(Jl, statt </)(:c,y, r, ^), 



§ 80, 2. Allgemeines. 313 

wegen D^^ die ganze Zeit von bis t in der Temp. g>(0); 
wegen ö,, von bis t in Null, von t bis /in 9'(^)-v(ö); 
Öj, „ „ 2t „ „ „ 2t „ t „ V(2y)-9>(0» 

wegen t)n—u ^^^ ^ "^'^ (w-l)r in Null, von (fi-l)r bis t in qp(w-l)T-qp(«— 2)/; 

Wenn aber die Oberfläche eines Körpers von der Anfangstempera lur eine 
Zeit mt hindurch in der Temperatur 0, dann die Zeit i — mz in einer anderen 
Temperatur erhalten wird, so kommt es auf dasselbe hinaus, wenn man den 
ersten Akt übergeht und von Anfang an die Oberflächentemperatur die Zeit 
t — mt wirken lässt. Man hat daher 

»0 = x(o, 0, 

ö«., = X((«~l>, /--(fi~l)T)-~x((«-2>, /-(n-2)T), 

Ofrenbar ist x(i, 0) in dem ganzen inneren Räume des Körpers gleich Null. 
Die Summe der Ausdrücke ))^ bis t)» giebt für v die Gleichung (2), wenn man 
n = CO nimmt. 

Die Beduction der zweiten Art von Aufgaben, wenn nämlich 

die Bedingung (ß) statt (y) erfüllt werden soll, gestaltet sich ähnlich. 

Man setzt 

u = v-\-w 

und vertheilt die Bedingungen auf folgende Art 

(/?)... o = 0, fp = f(x, y, a) für / = 0, 

(d)... -^+Ä[tJo-y(a?,y,5,/)] =0, -^ + ^«^0=0. 

Auch hier wird die Aufgabe, to zu bestimmen, nicht weiter reducirt, 
während man v durch (2) aus einem Werthe \> findet, der den Be- 
dingungen f&r V, nachdem ( mit l vertauscht ist, genügt Man 
zerlegt wieder D, indem man setzt 

t) = ?+v, 

, = Jv, ^ = a'J^, 

4^-+A(vo-yW)-0, -|^^+AS. = 0, 

£==— V für < = 0. 
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Die Function y ist von der Zeit unabhängig und spielt eine Rolle, 
die man mit der des Potentials vergleichen kann, während ^ der- 
selben Art von Bedingungen wie to genügt. Wie im vorigen Falle 
ist also auch hier die Aufgabe, u zu bestimmen, auf die beiden 
einfacheren zurtickgefllhrt, v und to zu ermitteln. 

Die folgenden Kapitel enthalten die Anwendung der allge- 
meinen Sätze auf die Untersuchung der Wärmebewegung im Gylin- 
der, welcher durch Rotation eines Rechtecks um eine Seite erzeugt 
ist; in der Kugel und dem Rotationsellipsoid. Es kam hier wesent- 
lich darauf an, die Methoden auseinander zu setzen und zu zeigen, 
dass man zum Ziele gelangt. Ich habe, um diese Arbeiten nicht 
zu weit auszudehnen, nicht tiberall das schliessliche Resultat ent- 
wickelt und nicht solche Fälle verfolgt, in welchen besondere An- 
nahmen über die gegebenen Functionen eine Vereinfachung gestatten. 
Es werden auch nur die beiden extremen Fälle behandelt, in wel- 
chen entweder die ganze Oberfläche in einer gegebenen Temperatur 
erhalten wird oder mit einem Gas in Berührung ist Solche Fälle, 
in welchen fftr einen Theil der Oberfläche das Erste, für den anderen 
das Zweite eintritt, übergehe ich. So behandeln wir beim Cylinder 
nicht den Fall noch besonders, in welchem der Mantel und die 
eine begrenzende Ebene mit einem Gas in Berührung ist, die andere 
Ebene aber in einer gegebenen Temperatur erhalten wird, die 
übrigens eine etwas einfachere Behandlung gestattet als der Fall, 
in welchem der ganze Körper sich in einem Gase befindet Die 
weitere Ausführung und strenge Untersuchungen über die Möglich- 
keit der verschiedenen Entwickelungen in Reihen, eine Anzahl 
interessanter Aufgaben, muss ich, um endlich zum Abschluss meiner 
Arbeit zu gelangen, anderen Forschem überlassen. 



Zweites Kapitel. 

Der Cylinder. 

§ 81. Die Bewegung der Wärme wird in diesem Kapitel, um 
die Untersuchungen nicht zu weit auszudehnen, nur in einem vollen 
Cylinder untersucht. Wir denken uns, dass seine Begi*enzung, d. i. 
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der Mantel und die begrenzenden parallelen EreiBe, deren o^Goor- 
dinaten o? = ft und x = —h sind, in einer gegebenen Temperatur 
erhalten wird. Da wir die Potentialaufgabe für den Gylinder be- 
reits im lY. Kapitel des IL Theiles, § 56 gelöst haben, so handelt 
es sich nach § 80, S. 311 nur noch um den Wärmezustand, der dort 
mit w bezeichnet wurde. Dieser wird bestimmt 
1) durch die Hauptbedinguug 

5«? 



dt 



= a^Jw, 



oder, wenn man fttr y und z die Polarcoordinaten r und tp ver- 
mittelst der Formeln 

y = rcosi^, a = r&mip, (0 < r < t) 
einfährt, durch die Gleichung 

diD __ afö'f«? Ö'tt? 1 dw 1 9*0? l 

2) durch die Nebenbedingung 

w = f(x,r,xp) für / = 0, 

wenn f eine gegebene Function bezeichnet; 

3) durch die Nebenbedingung, dass to an der Begrenzung Null 
sein soll, welche in die drei zerfällt 

(a) ... u) = fttr » = A, 
(6) . . . IT = „ » = — A, 
(c) ... w = „ r = r. 

Particuläre Integrale der partiellen Differentialgleichung sind Aus- 
drücke von der Form 



er-^w+ßxj^ ^r ^a^+ß^) cos y (^z — y), 

wenn », ß, y irgend welche Gonstante, v positive ganze Zahlen 
oder Null sind. Hieraus kann man ein particuläres Integral bilden 

(6cosi'V'+6sini^V')8in-^^^t*^ 

in welchem ausser v auch n eine positive ganze Zahl bezeichnet, 
X aber eine Wurzel der Gleichung Jy{lx) = 0, 6 und b Gonstante 
sind. Diese Lösung genügt den Bedingungen unter 1) und 3). 

Man entwickele nun f(x, r, tf/) in eine Reihe, die nach Gosinus 
und Sinus der Vielfachen von xp, und nach Sinus der Vielfachen 
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von 'Li. fortschreitet. Die Coefficienten, welche noch r ent- 

halten, entwickele man nach Gylinderfunetionen und zwar qo, dass 
man den Coefficienten von cosvxfß und den von mnvtp nach Gylinder- 
funetionen mit dem unteren Index v entwickelt, nach Functionen 
Jy(Ar), wo die X die Witrzeln der Gleichung Jy(lx) = vorstellen. 
Dadurch findet man 

f{x,r,rp)=±'± 8(6co8yV/ + bsinyV^)sin ^'^"^*^^'^ Jy(lr), 

wo die Summe ^ sich auf alle l bezieht und die h und b bekannte 

numerische Gonstante vorstellen, die von drei Indices n^ Vy X ab- 
hängen. Der gesuchte Wärmezustand v> ist dann 

fio. = 2^2 o(6co8J'i/; + b8m*'i/;)8m^^ — ^ — Jy(lr)e *■ ** ■" . 

Unter den verschiedenen specielleren Fällen, die in diesem 
allgemeineren enthalten sind, sei deijenige erwähnt, in welchem k 
unendlich ist, also der Fall der Wärmebewegung in einem unend- 
lichen Gylinder. Der Theil der Lösung, welcher ein Potential v» 
giebt, ist bereits im § 54 (m. vergl. dort den Werth von D, und R) 
gegeben; es handelt sich also auch hier nur darum, die Function 
w, den Grenzfall des vorstehenden Ausdrucks ftlr A == ao, zn er- 
mitteln. Man findet denselben leicht direct, indem man zunächst 
f(x, r, tp) in eine trigonometrische Reihe in Bezug auf tp entwickelt 
Sie sei 

00 

f (a?, r, tp) = 2!' cos vipFy (a?, r) + sin v^) %y (x, r). 

Die beiden Functionen F und % entwickele man nach Functionen 
Jy(lr) mit festgehaltenem Index v, wo i die Wurzeln der Glei- 
chung Jy(lx) = vorstellt. Dadurch erhält man 

f(x,r,tp) = 2!'^[Q0&vxpFxy(x)-\-Biuvip'$iy(x)]Jy(kr), 

wenn F und % von den zwei Indices abhängige Functionen von 
X sind. Diese drQckt man durch das Fourier'sche Doppelintegrai 
aus und erhält dann einen Ausdruck 

«? = -^- 1' 8// [^o&^^FUß) + smvxp^iydß)] X 

00 — x> 
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der allen Bedingungen 1) bis 3) genügt. Von den zwei Integrationen 
läsBt sich die nach a ausführen, indem man hat 

c-«v<cosa(«-/?)d« = — Yy-c '«" . 

§82. Der Cylinder sei mit einem Gas in Berührung. Statt 
des Potentials ist dann, nach S. 313, zuerst eine ähnliche Function 
durch die Bedingungen Jy = und 

dy 

zu ermitteln, wenn q> eine gegebene Function der Goordinaten allein 
bedeutet, die dort als 9>(il) oder q)(x, y, &, X) auftrat, weil sie noch 
einen Parameter X enthielt Eine solche Function findet man zwar 
nicht fertig gebildet im IV. Kapitel; doch kann sie durch ein Ver- 
fahren gebildet werden, welches der dort angewandten Methode 
sehr ähnlich ist. 

Zunächst führe man in tp die Goordinaten r und tp statt y 
nnd s ein. Ohne nns eines neuen Fnnctionszeichens zu bedienen, 
nennen wir die so transformirte Function q>(x, r, \p). Es soll dann 
y ausser der Bedingung /fv = noch der einen für die Oberfläche 
genügen, welche nunmehr in folgende drei zerfällt*) 

öy 

-ö^+hy^(p(x,x^\p) für r = t, 

-g— + Ay = 5P(x, r, V) n « = x, 

— Ay = g)(-x,r,V') „ « = — X. 



dx 

Wir stellen y als Summe yon zwei ähnlichen Functionen X und Y 

dar, die nämlich den Gleichungen JX = und z/F = genügen. 

Der ersten schreiben wir die Bedingung yor 

SX 
(a) ... -^ + hX = g>(x, r, tp) für r = r. 

Denken wir uns die Aufgabe gelöst, eine solche Function X zu 
finden, so geht diese Function X yon x, r und tp {fir x = x und 
x = —x in Functionen über, die bekannt sind und die yorüber- 

*) um Verwechselangen zu vermeiden nennen wir hier die Höhe des Cylinders 
nicht mehr 2A sondern 2x, und setzen daneben zur Vereinfachung der Schreibung 
unserer Formeln Ä; für l:x. 
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gehend mit f(r, \fi) und f , (r, tfi) bezeichnet werden mögen. Wir 
bestimmen dann die Function Y so, dass man erh&lt 

(o)... ^+hY=0 für r = r, 

(ß) . . . -g^ +hY = (p(x.r,tf)) -f(t, v) fflr x = %, 

BT 

dass also die linken Seiten sich bei der ersten in 0, bei den beiden 
anderen in gegebene Functionen von r und tp yerwandeln. Dies 
hier Angedeutete wird folgendermaassen ausgeführt. 
Wir bestimmen erstens X. Der Ausdruck 

I = (aeoB«nfcr+a8mn«fcr)60B>V> HJ.(i„Jf+^^u'^i„„kt) - 

worin n und v ganze Zahlen (ind. 0) vorstellen , a und a aber 
beliebige Constante, die n und v enthalten, giebt f&r r = r 

dB 
-^ — h *5 = (acosii/rfcr-f a8iniifrte)cosyi^. 

Femer ist //^ = 0. Vertauscht man in $ den cosy^ mit smv^, so 
enthält auch das Vorstehende siny^ statt cosi^^. Hieraus ist klar, 
dass, durch Summation nach n und v über alle ganzen Zahlen, aus 
den Ausdrücken $ und den ähnlichen siny^ enthaltenden ein Aus- 
druck X entsteht, bei dem, wie verlangt wird, 

-^+hX für r = t 

eine trigonometrische Doppelreihe giebt, die, wenn man die a und 
a gehörig, nach bekannten Regeln, wählt, die Function g>(x,x,rp) 
als Summe hat. 

Man kennt daher X, und hieraus f(r, \p) und f^ (r, tp). 

Wir bestimmen zweitens ¥. Als Ausgangspunkt dient ein Glied 

rj = (acostiLr4-a8intiU?)cosyt/>Jy(ir). 
Nimmt man für l die Wurzeln der Gleichung 

so wird t] einer Gleichung wie (a), nämlich der Gleichung 



dr 



-f-Aij = fttr r = r 
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genügen, während für a? = +x wird 

Jj--\-Uri = [a(Uco8f*X+AsintÄil)+o(Äco8tÄi— •i8infW)]co8i'V;Jy(Är). 

Indem man den Gonstanten a nnd a für die verschiedenen X und 
V geeignete Werthe beilegt, kann man den Ausdruck in der eckigen 
Parenthese mit dem oberen und mit dem unteren Zeichen gleich 
jeder beliebig gegebenen Gonstanten 2exr resp. 2gxi, machen; man 
setzt dazu (wenn man die Indices fortl&sst) 



a = 



a = 



e±g_ 



iXeoBikl+h&mikl ' 
e-9 



heo%ikl — iXemikl 

Der auf der rechten Seite von (ß) befindliche Ausdruck, die ge- 
gebene Function, lässt sich aber nach Gosinus und Sinus der Viel- 
fachen von yß und nach den Gylinderfunctionen in eine Reihe 

entwickeln, und der auf der rechten Seite von (y) befindliche in 
einen ähnlichen, der aus dem obigen entsteht, wenn man in ihm 
e und e mit anderen Gonstanten g und g vertauscht. Man findet 
also als Werth von Y die Summe von 

^' 0(^^v ^^^ •^ + (ixy ^T^ *^) cos v\f} Jy (Xr) 

und einer Reihe, die ünvip statt cosvi^ enthält, und statt a und a 
andere Gonstanten 6 und 6, die ebenso aus g und g gebildet wer- 
den, wie die ersteren aus e und e. 

§ 83. Nachdem wir v gefunden haben, bleibt noch übrig 
(s. § 82), zweitens auch to zu bestimmen. Es ist diese Function 
den Bedingungen unterworfen 

(a) ... -^ = a^Jw, 

(h) ... IT = f(xy r, xp) für / = 0, 

(c) ... -g^+hw = „ r = r, 
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Den Zustand w findet man, indem man w = X-h ^ setzt, durch 
Superposition der beiden X und Y, von denen jeder denselben Be- 
dingungen wie to, mit Ausnahme von (6), genügen soll. An die 
Stelle von (b) sollen aber die Bedingungen treten 

X = W(^»r,t(ß)-f(-x,r,tp)'] für / = 0, 

Um X zu finden, geht man von dem partikulären Integral ans 

§ = BmfixaoBvtpJy(lr)er<'*(^*^f'^^. 

Dieses gentigt der Bedingung (a), femer (c), wenn man ftr il die 
Wurzeln der Gleichung 

setzt. Femer genügt es (d) und (e), wenn man /u gleich macht 
den Wurzeln der Gleichung 

(g) ... /ucosx/u -f-Asinxju = 0. 

Dieselben Eigenschaften hat eine Function, die aus | durch Ver- 
tauschung von coss'^ mit siny((^ entsteht. 
Man entwickele nun 

in eine Beihe, die nach Cosinus und Sinus der ganzen Vielfachen 
von 1/; geordnet ist. Den Faktor von cos^v^ und den von sinn// 
entwickele man nach Gjlinderfunctionen Jr(lr) mit festgehaltenem 
V, wo X jede Wurzel von (f) vorstellt, und die entstehenden 
Faktoren entwickele man nach Sinus der /u -fachen x, wo fi jede 
Wurzel von (g) bedeutet Man erhält dann für jene Function 
eine Reihe 

-J'O)5(«^/*»'C0syt^ + ai^K8inyi^)siniua:Jy(Ar), 

wo die a und a bekannte von den Zahlen l, ^i, v abhängende 
Zahlen sind, das Zeichen £\ wie früher, eine Summation über die 

ganzen Zahlen v, die ^ über alle k und /u anzeigen. Der Wärme- 
zustand X, der allen Bedingungen genügt, ist der, welcher entsteht, 
wenn man dem allgemeinen Gliede der obenstehenden dreifachen 
• Summe den Faktor 

hinzufügt. 
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Um sehliesslich auch IT zu finden, geht man von einem parti- 
eulären Integrale 17 aus, welches eos^ enthält statt des Faktors 
ninfix in §• Hier muss aber ^ nicht dnrch (g) sondern durch 

Acosx/Ei — ^sinxfi = 

bestimmt werden. Schliesslich findet man 

Y = ^')§§(fc2^„cos>'V + bi;,rSin>i//)co8iua?JK(>lO«""'^^^^'^'> 

wenn die Gonstanten b und b so gewählt werden, dass der ftlr 
t = entstehende Ausdruck eine Entwickelung von 

giebt. 



IMttes Ki^iteL 

Die Kugel. 

§ 84 Die Gleichung für die Bewegung der Wärme im Innern 
einer Kugel geht nach Einfbhrung der Polarcoordinaten r, 0, ip in 



(3) 



ra(.^) ,.(..4) . ,..-1 

über. Ist die Kugel ganz mit (homogener) Masse erfüllt, so ist 
ihre Begrenzung eine zusammenhängende Kugelfläche r = r, und 
die Nebenbedingungen werden sein 

(ß) ... u = f(r, 0, rp) für t=0 

und entweder die erste oder zweite von den folgenden 

(y) ... i# = g>(0j tp, für r = r, 

(<!)... -^+Ä[M-flp(Ö,V',0] für r = r. 

Hier bezeichnen f und q> gegebene Functionen. 

Die Aufgabe, u zu bestimmen, wird nach § 80 auf die Be- 
stimmung erstens einer Function v, zweitens einer Function tr 
zurückgeführt 

Erstens, Bestimmung von v. Nennt man die Function 
4p(0y tf}, 0) wenn man 1 mit einer Constanten vertauscht q>(0, ip), so 

Heine, Aawendangen der Rugelfunctionen. 9. Aufl. 21 
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sind die Bedingungen für y, je nachdem die Oberfl&che in der 
Temperatur qi{Oy yi) erhalten wird, oder mit einem Gas in Be- 
rührung ist, ausser Jy = noch fbr r = r die erste resp. zweite 
der folgenden 

Im ersten Falle ist y denselben Bedingungen wie ein Potential 
der Kugel unterworfen, daher nach § 26 die Reihe 



«=0 

" 



oder wenn man sammirt 

t(r'— r') /-» . - /'»» <p(i],to)dta 
V = -^-j I sinndn / ^^' ^ -r-- 

*" (r*-2rreo8y+r')* 

Um r aach im zweiten Falle anfzosncben, setze man, indem 
man t and 9> nach Eogelftuetionen entwickelt 

n=0 n=aO 

um dann X<'*) aus dem bekannten y<"> zu finden, bedient man sieh der 
Gleichung f&r die Oberfläche und erhält 

und hieraus schliesslich 



§ 85. Zweitens, Bestimmung yon to. Es bleibt noch ttbrig, 
die Temperatur tr aufzusuchen, welche der. Gleichung (3) genflgen 
soll, nachdem in derselben u mit u> yertauscbt ist, und den Neben- 
bedingungen 

iß) ... w — f{r, e, t^) für I = 0, 

so wie einer der folgenden Bedingungen (y) oder (d), nämlich der 

Bedin^ng 

(y) ... 10 = für r = r, 

wenn die Oberfläche selbst der Kugel in einer gegebenen Tempe- 
ratur erhalten wird, und 

(d)... ^ + hfD = für r==r, 

wenn sie sich in einem Gase yon gegebener Temperatur befindet. 
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Man denkt sich ir in eine Reihe von Kugelfanctionen in Bezug 
auf d und yf entwickelt 

(a) . , . w= Z -X(*>, 

ir=0 

in der also l und r die Bolle von Constanten spielen. Unsere Auf- 
gabe ist gelöst, wenn wir X^") bestimmt haben. 

Nach (/9) soll to sich fUr r = r in die bekannte Function f ver- 
wandeln, die wir nach Eugelfunctionen Y in Bezug auf 6 und i^ ent- 
wickelt denken. Die Y, in welchen r die Rolle einer Constanten 
spielt, sind bekannt; wir haben nämlich 

(6) ... r^") = — -^ — / mirjdri I f(r, t], cö)P»(cosy)öcii. 



Bezeichnet man, wie I. 320, die Kugelfanctionen 

P"(cosö)cos vxp, P*(cosö)sin vt^ 

durch C"(/9, ip) und Sy(^d, \fi), und gewisse bekannte Functionen von r mit 
R und an, so hat Y die Form (I. 323) 

{c) ... yw = J' Ä?> ci"^ -f- 3fi^"^ s^:\ 

In der That, löst man P in (6) nach dem Additionstheoreme I. 312 auf, so 
findet man 

ß?^ = . a^y^ I Py**^ (cos ri)€\VLridri I f(r, rj, (o) cos vw dw, 



und 9%, wenn man rechts cosyo; durch sinyco ersetzt. 

Die Bedingung (ß) stellt also die Forderung, dass sich X^") 
för r = r in r<"> verwandeln solle. 

Setzt man (a) in die partielle Differentialgleichung f&r to ein, 
so kann man . den entstehenden Ausdruck durch die Differential- 
gleichung der Eugelfunctionen I, (51) reduciren. Nach derselben 
hat man 

sine dd ^sin'ö dtp' n{,n + i)A , 

und erhält daher 

£'-dr = ^\£ — d-r <''+^^^' 

Da die n^ Glieder unter dem Summationszeichen 2! ftuf der linken 
und auf der rechten Seite Eugelfunctionen fi^*^ Grades sind, so sind 

21* 




324 Wannetheorie. § 85, 3. 

nicht nur die Snmmen, sondern aueh die n*^ Glieder selbst ein- 
ander gleich, und die Eugelfunction X^") genügt daher zugleich 
der Gleichung 

Particuläre Integrale dieser Gleichung finden wir, indem wir Ter- 
suchen, diese Gleichung durch das Produkt einer Function von r 
allein, die R heisse, und einer von t allein, die T sei, zu integriren. 
Dann muss 

also zugleich eine Constante sein, die wir —a^V nennen. Daher 
ist ein particuläres Integral 

wenn X eine beliebige Constante und R eine von i unabhängige 
Function bezeichnet, welche der Gleichung genügt 

r»-|^ + 2r-^ +[iV-fi(n+l)]Ä = 0. 

Nach I. 240 ist die allgemeine Lösung derselben eine Cylinder- 
function erster und zweiter Art ron der dritten Ordnung 

und wenn sie, wie das hier, bei der Vollkugel, der Fall sein muss, 
auch für r = endlich bleiben soll, ci^n(^r), wo c eine Constante 
in Bezug auf r und ( vorstellt. Es soll aber 

nicht nur (d) genügen, sondern auch eine Eugelfunction nf^ Grades 
sein; setzen wir dazu c gleich einer solchen von und ^, die Z(«> 
heisse, übrigens noch den Buchstaben X enthalten darf, den wir 
deshalb als Index anhängen, so ist 

eine Lösung, die der Forderung genügt, erstens eine Eugelfunction 
n^° Grades, zweitens ein Integral von (d) zu sein. Indem wir il 
verschiedene Werthe beilegen und eine Summation nach il durch 

1^ andeuten, ergiebt sich also: 

Der Differentialgleichung 
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genügt 

wo X^*) einen Ausdruck vorstellt 

(0... XW = gv/nar)e-«'^"Zi^ 

wenn Z irgend eine Eugelfunction von ö und tp vom n**" Grade, 
und die l beliebige Gonstante bezeichnen. 

Die Bedingung (y) wird durch X erfüllt, wenn man fittr l die 
Wurzeln der Gleichung tpüCh) = nimmt, die Bedingung (rf), fftr 
die andere Art von Problemen, wenn man die Wurzeln von 

für l setzt 

Um noch der letzten Bedingung (ß) zu genügen, bestimmt man 
Z so, dass die Gleichung erfUUt vdrd 

gv.ar)zi"> = rc). 

Dies geschieht nach dem, was in diesem Bande im Zusätze S. 215 
gesagt wurde, wenn man ZI den Werth ertheilt 



wo zu setzen ist 

in dem Falle, dass l eine Wurzel von tpn ßx) = vorstellt, aber 

(<,') ... b = -l[-!^^]'[Ar(Ar-l) + AV-«(n+l)] 

wenn für X eine Wurzel der transcendenten Gleichung (f) ge- 
nommen wird. 

Wir erhalten schliesslich für X<''> den Ausdruck 

(4) . . . X(«) = g V^"C^^>~°'^''y 'rW ipnßr)r'dr, 



wo r durch (6) gegeben ist, (6) durch (g) oder (g*). Aus X^") erhält 
man durch (a), also durch eine Summation nach n, den gesuchten 
Wärmezustand to. 

§ 86. Die Temperatur in jedem Punkte der Kugel tritt hier, 
in (4), als Function der Polarcoordinaten r, 0, \p auf, nämlich als 
eine Summe von Gliedern, deren jedes, abgesehen von einem ein- 



326 Wärmetheorie. § 86, 4. 

fachen die Zeit enthaltenden Factor, das Produkt einer transcen- 
denten Function von r allein, und einer ganzen Function von oo80, 
ßindcoB?^^ sindsint/; ist. Derselbe Ausdruck lässt sich aber 
auch als Function der rechtwinkligen Goordinaten x, y, % 
darstellen und zwar als Summe von Gliedern, die fbr u gesetzt 
einzeln die Gleichung 

erfUllen. In der That kann man zeigen, dass die rechte Seite in 
ein Aggregat von Gliedern zerf&Ut, deren jedes das Produkt yoü 

in eine Function von a, b, c ist. Diese Buchstaben bedeuten aber 
solche von x, y, s unabhängige Gonstante, für die man hat 

Dass in der That jedes von diesen Gliedern ein particuläres Integral 
der partiellen Differentialgleichung sei, ist klar. 

Den Nachweis fttr die Möglichkeit der Umformung hat man 
nur ftir ein einziges Glied 

(A) .-. V^„(ir)P('')(cosy) 

zu ffthren, wenn y, wie im Vorhergehenden, die dritte Seite des 
sphärischen Dreiecks ist, dessen beide anderen Seiten f/ und d 
sind und welche dem Winkel xfj—(ü gegenftbersteht Denn das 
allgemeine Glied in (4) ist, abgesehen von dem Faktor der I allein 
enthält, das Produkt einer Function von r allein, nämlich von 
t^nC^Of ^^^ ®^QGi' Kugelfunction Z^**) der beiden Veränderlichen 
und t//. Nach I. 328 erzeugt man aber ein solches Z aus P(co8/) 
durch eine doppelte Integration nach den Buchstaben i] und w^ 
welche Gonstante in Bezug auf r, 0, fp sind. (M. vergl. auch die 
Gleichung (c) in I. 322, und in der Einleitung I. 4 die hervor- 
gehobenen Worte.) 

Die Transformation des Gliedes (h) in die angegebene Form, 
welche die rechtwinkligen Goordinaten enthält, geschieht mit Hälfe 
der Formel I. 346 

V'n(>lr)F«(cosy) == -g— / P(»)(co8Ö')sinö'aö7 €r*^^r^dq>\ 



wenn man setzt 

cosy, = cosycosö'+sinysinö'cosqp'. 
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Es kommt darauf an, in den Aasdruck rcos/,, der sich unter 
dem Integrale nach 9' befindet, statt r, dy ip die rechtwinkligen 
Goordinaten x, y, 2 einsuftlhren. Dahin führen die Formeln (a) in 
L 309. Dort wurde ein Bogen d bestimmt durch die Gleichungen 

cos y = cos dcos 1/ -|- ßiii ösin jj co8(v — w), 
sin^^cosd = cosösinjy — sinöcosijcos(t/^ — cü), 
sin/sind = sinösin(t^ — w). 

In dem erwähnten Integrale nach 9)' führe man statt q>* die Ver- 
änderliche q>'—d ein, wodurch es in 



tibergeht, wo y^ aus dem Ausdruck von r^ durch Vertauschung 
von <p' mit g>*—d entsteht. Man hat demnach 

rcos/, = (rcoBy)cosö'-f(rsinycos<J)sinö'cosqp'-f(rsinysind)8inö'8in9)'. 

Nun ist, in Folge des obenstehenden Systems der drei Gleichungen, 

rcos;" = o^cosi^-f ysiii'7<^<>8ci> -f a sin i; sin cti, 
rsinycosd = a^sini; — ycosijcoscü-— iscosjysinw, 
rsin;'sin^ = — ysincu -fscosco. 

Setzt man diese Ausdrücke ein, so erhält man 

rcosy, = cu? + by + CÄ, 

wo 0, 6, c folgende von x, y, s unabhängigen Constanten vorstellen 

a = eosiycostf'+Binijsind'cosqp', 

b = sini/cosaicosd'— cosijcosoisind'cos^'— sinoisind'sin^^ 

c = siaY/sinaicosd'—cosi/sincüsind'eos^'-fcoscüsin^'cosT)'. 

Daher geht in der That der Ausdruck 

V^,(Ar)e-«'^''P<»)(cosy) 

in eine Function von t, x, y, z über, nämlich in 

(*)..• e-^'^y P(">(cosö')8ine'ödy e-^(^^+")Ö9)', 



und der Ausdruck X^") in (4), also auch to, wird in der That eine 
Summe, in der Regel von unendlich vielen Summanden, deren all- 
gemeines Glied der vorstehende Ausdruck multiplicirt mit Functionen 
von 17 und w ist, wenn die Summation sich auf Glieder mit ver- 
schiedenen 17 und Cd bezieht. 
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Tiertes KapiteL 

Ueber das Rotationsellipsoid. 

§ 87. Die Gleichung für die Temperatur u im Innern eines 
Rotationsellipsoides mit den Halbaxen hv und A.yr'— 1 bringt man 
in eine bequeme Form, indem man statt der rechtwinkligen Coor- 
dinaten diejenigen einführt, welche in diesem Bande bereits im 
IL Theil, 2. Kapitel S. 98 vorkamen. Wir setzen also 



X = Arcosö, y = Äy^r'^— 1 sinöcost^, « = Äyr'— 1 sindsin^^ 

und transformiren die bekannte Gleichung für die Wärmebewegung 
im Innern mit Hülfe von I, § 71. Dasselbe Resultat erhilt man 
selbstverständlich, wenn man *in (3) neue Goordinaten q und ip statt 
der dort vorkommenden r und 6 einführt, indem man dort setzt 

rcosö = QeoHq>, rsinö = y^'— 1 siny; 

schliesslich hat man noch q und q) durch die Buchstaben r und 
d, rein formell, zu ersetzen. Man erhält dann die Gleichung 

. r^-cos^fl du __ 1 d^\ . au ] 1 d^u 

^^^'" a' dt " sinö 80 T^^ ÖÖ J"^ sin'Ö öu^» 



^ dr V- ^ ör J ^ r'-l dtp' 



Wir handeln von dem Wärmezustande, der nach der Zeit i 
eintritt, wenn die Obei*fläche des EUipsoides nicht mit einem Gas 
umgeben ist, sondern in einer gegebenen Temperatur erhalten winL 
Man weiss aus dem 1. Kapitel, dass dann u in die Summe von v 
und fo zerfällt, wo v der Gleichung Jv = genügt und an der 
Oberfläche gegeben ist. Man kann daher v nach den Regeln des 
2. Kapitels im vorigen Theile bestimmen, so dass es sich nur um 
die Ermittelung einer Function to handelt, die derselben Gleichung 
(5) wie u genügt, sich zweitens für < = in eine gegebene Function 
f (r, d, xfi) verwandelt und die für r = r verschwindet. 

Das übliche Verfahren, durch welches man eine derartige 
Function to aufzusuchen pflegt, besteht darin, dass man sie aus 
solchen particulären Lösungen der partiellen Diiferentialgleiehung 
zusammensetzt, von denen jede das Produkt einer Function von i 
allein, die T heisse, und einer Function der Goordinaten wird, die 
^ heisse. 
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Das bekannte Verfahren zeigt, dass dann 

1 dT _ aiogr 

T di " dt 

eine Constante sein muBB. Setzen wir diese gleich — aU^, so 
hat man 

T = e-«"^% 

indem es überflüssig wäre, dem T einen constanten Faktor hinzu- 
zufügen. Setzt man T^ statt u in (5) hinein, so ergiebt sich, dass 
^ folgender Gleichung genügen muss: 

smö dö L oö J sm'ö dtp^ 

Entwickelt man ^ in eine trigonometrische, nach Cosinus und 
Sinus der ganzen Vielfachen von %p fortschreitende Reihe 

OD 

m=0 

SO müssen u und u, jedes fbr sich, einer Differentialgleichung mit 
den beiden unabhängigen Veränderlichen r und genügen, die aus 
der vorstehenden hervorgeht, wenn man in ihr ^ mit u resp. u, 
den zweiten Differentialquotienten von £ nach \p aber mit —m^u 
resp. —m'u versucht. Man versucht endlich, diese durch das 
Produkt einer Function Rm von r allein und &m von d allein zu 
lösen, so dass man hat 

(6) . . . C = -f Äm0m(amcosmv; + a« sinwi/;), 

»n=0 

wo a und a Constante bezeichnen, die allerdings auch von den 
Indices n und X abhängen können. Damit aber u in ein solches 
Produkt zeifallen könne, muBS, wenn fi eine Constante bezeichnet, 
Rm eine endlich bleibende Lösung der Gleichung 

(7) ... |,[(.._,)f-]+[»v-«-».-7?;r]'' = 

sein, und 0», von derjenigen, welche aus ihr durch Vertauschung 
von r mit cosd entsteht. 

Die Function R ist also eine Cylinderfunction dritter Ordnung 
(I. 448), aber eine specielle, jedoch noch allgemeiner als eine Func- 
tion yjnf in der (I. 44ö) drei Constante a^, a„ a, einander gleich ge- 
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worden sind. Denn hier nehmen nur zwei von ihnen denselben 
Werth an. Um von den allgemeinen L am 6 'sehen Functionen dritter 
Functionen auf die hier auftretende Gattung zu kommen, hat man in 

rfll = i -p^^:z:— =^-— .^...r^^ 

a^ gleich —1 zu machen, femer 

ZU setzen. Dann wird mit wachsendem n 



Daher verwandelt sich die Gleichung der allgemeinen Lamö'sehen 
Function dritter Ordnung I, (75) 



du' 
für ft = oo, in die Form 

4V,(a-6')(— O^[A(»-ft')(»-O-^]-»^[»'+''.»+«,] = 0. 

Setzt man iXm fllr }/i und lässt b = = til werden, so entsteht (7). 
Aus den allgemeinen Untersuchungen L 450 ersieht man, dass 
diese Differentialgleichung auf eine einfachere reducirt werden kann. 
Während nämlich in (7), wenn man die Coefficienten von Jl and 
seinen Differentialquotienten durch Multiplication mit r*— 1 zu ganzen 
Functionen von r macht, der Faktor von R und A" anf den vierten 
Grad steigt, nämlich r^, r\ r* enthält, so kann man r^ aus ihnen 
fortschaffen, indem man 

setzt Dann gentigt s„, der Gleichung 
(8)...(r'-l)-^+2(m+l)r-^ + [X'(r»-l)~Ai+iii(m+l^^^ 

die man auch, wenn r'— 1 = q gesetzt wird, in die Form bringen 
kann 

Noch gelang es nicht alle Schwierigkeiten zu überwinden, auf welche 
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der Versuch stiess, für diese Gleichnngen Resultate zu gewinnen, 
wie die, welche man I, § 103 — 106 f&r die Functionen des ellip- 
tischen Gylinders erhielt. Es bleibt also noch nachzuweisen, dass 
man für jedes X eine oder mehrere Zahlen fi bestimmen kann, 
welche ein endliches Integral s oder Rm verschaffen. Femer, setzt 
man r = eosO, so muss diese Function Rm oder (s. o.) @m eine 
periodische von 6 sein. Im yorigen Bande habe ich derartige 
Untersuchungen gefilhrt, indem ich mich der Integration durch 
Reihen bediente und nachwies, dass bei gehöriger Wahl der fi ent- 
sprechenden Constanten das Integral sich durch eine convergente 
trigonometrische Reihe, die nach ganzen Vielfachen des Winkels 
fortschreitet, darstellen lasse. Dieser Weg führte hier bisher nicht 
zum Ziele. Die Untersuchungen des Herrn Her mite über die 
L am 6 'sehen Functionen, und die Fälle, in welchen sie sich in 
periodische Functionen der Veränderlichen verwandeln, an die sich 
dann die Entwickelungen des Herrn Fuchs schlössen, haben viel- 
leicht den Weg zur Behandlung der Integrale unserer Gleichung, 
eines Grenzfalles der Gleichung für die Lam6'schen Functionen 
bereits eröffnet. 

Hat man ß^« als Function von r dargestellt, als Xm(r)j ^o X 
ausser der Veränderlichen r noch die Gonstanten l und fi enthält, 
so wird A als Wurzel der Gleichung XmQO == bestimmt. Es wird 
dann 

tt? = J? N c-«"^''Xm(r)xm(co8 ö)(a„, cosmv; + a^ sin mi^), 

»1=0 

wo das Zeichen j^ eine Summation über alle l und fi andeutet, 

der Differentialgleichung (5) genügen und sich für r = r, wie ver- 
langt wurde, in verwandeln. Die Gonstanten a und a sind schliess- 
lich so zu bestimmen, dass to sich für t = in f(r, 0, tp) verwandelt. 
Dies geschieht durch die bekannte Methode mit Hülfe des 
Satzes, dass 

/y^(r' - co8'Ö)x„.(r);c,„(cos Ö);cmCOXm(cos d)drsm 6 dO 



Null ist, wenn yl eine Lösung bezeichnet, in der die Indices l, fi 
von denen, welche in % vorkommen, entweder beide verschieden 
sind oder wenigstens nicht zugleich mit beiden übereinstimmen. 
Ist aber %' = Xß so wird das Doppelintegral eine von verschiedene 
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Constante. Das Integral nach r wird, je nachdem r reell oder ima* 
ginär ist, von 1 oder von Null an genommen. Das Verfahren, durch 
welches man zeigt, dass das Doppelintegral verschwindet, wenn nicht 
x' = X ist, ist das bekannte, welches man im § 58 dieses Bandes bei 
den ähnlichen Untersuchungen über die Functionen des elliptischen 
Cylinders findet. 



IV, TheU. 

Zur Hydrodynamik. 



§ 88. Die Arbeiten Dirichlet's über Hydrodynamik werden 
durch seine Mittheilung in den Monatsberichtßn der Berliner Aka- 
demie*) eröffnet. Er handelt dort über den Widerstand, den eine 
in einer unendlichen ruhenden Flüssigkeit fortbewegte Kugel von 
dieser erleidet, indem er die Euler 'sehen Gleichungen der Hydro- 
dynamik zu Grunde legt, welche die Reibung unberücksichtigt lassen, 
und gelangt so zu völlig unerwarteten Resultaten, die wesentlich 
modificirt werden, wenn man den Widerstand, den die Reibung ver- 
ursacht, nicht vernachlässigt. Dirichlet giebt zwar nur f&r die 
Kugel das Resultat an, sagt aber (S. 13), dass das Problem auch 
für ein bewegtes EUipsoid sich vollständig behandeln lasse. Im 
Crelle'schen Journal Bd. 52, S. 103—132 und Bd. 53, S. 287—291 
hat G leb seh die Rechnung für das EUipsoid angestellt; wenn auch 
wir hier das Problem, und zwar im engsten Anschluss an die Mit- 
theilung von Dirichlet, lösen, so geschieht dies, weil es in dieser 
Darstellung ein sehr einfaches Beispiel für die Anwendung der Kugel- 
functionen und der Lamö' sehen Functionen darbietet. 

§ 89. Mit Dirichlet denken wir uns nicht die Flüssigkeit 
ruhend und den festen Körper, also zunächst die Kugel bewegt, 

*) Ueber einige Fälle, in welchen sich die Bewegung eines festen Körpers in 
einem incompressibeln flüssigen Medium theoretisch bestimmen lässt; 8. Januar 1852, 
S. 12—17. 
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sondern, was anf dasselbe hinauskommt, die Engel ruhend und die 
Flüssigkeit bewegt. Der Mittelpunkt der Kugel sei der Anfangs- 
punkt rechtwinkliger Goordinaten x, y, %, ihr Radius sei c. Auf die 
anfänglich ruhende homogene unendliche Flüssigkeit, deren Dichtig- 
keit mit d bezeichnet werden soll, wirke eine beschleunigende 
Kraft a, die zu derselben Zeit < überall dieselbe Intensität und Rich- 
tung habe, sich aber mit der Zeit beliebig ändern kann, so dass 
ihre Gomponenten a, ßy y beliebige Functionen von ( sind. Wir be- 
zeichnen mit p den zur Zeit % im Punkte (^, y, is) stattfindenden 
Druck und mit ti^ Vy to die Gomponenten der Geschwindigkeit, und 
nehmen an, dass ein Geschwindigkeitspotential q> existire, d. i. eine 
Function q> der Goordinaten, die nach x, y, z di£ferentiirt resp. u, v, to 
giebt. Es handelt sich hauptsächlich um dessen Auffindung. 
Die Bedingungen, welchen derselbe unterworfen ist, sind: 

1) Es muBS Jg>(Xy y, 2) = sein. 

2) Da wir annehmen, es sei keine Reibung yorhanden und die 
Flüssigkeit gleite an der Oberfläche der Kugel, so hat man 



^5K|lL^=0 für r = c, 



wenn r = l^^M-yM-^j ftlso ^ ^^^ Entfernung eines Punktes yom 
Mittelpunkte der Kugel ist. 

3) Die drei Differentialquotienten 

d(p ofp d(p 

dx '* dy ^ di 

sind für die unendlich entfernten Punkte gegeben, da die Bewegung 
dieser Punkte offenbar durch das Eintauchen der in der Endlichkeit 
befindlichen Kugel nicht modificirt wird. Unter der Wirkung der 
beschleunigenden Kraft a bewegen sich aber Punkte x, y^ a, so dass 
man hat 

d^x _ _^_ o _^ _ 
dt' ^^' dl' ■"'*' rfi* ~^' 

Setzt man 

y^adt = l, y'ßdt = ttt, y^'rdt = n, 
000 

so wird daher im Unendlichen 

~dx ~ *' dy "■ "*' Ö» ■" "• 



334 Hydrodynamik. § 90. 

§ 90. Um die Fanetion 9 zu beetimmen, führe man in ^9) = 
Polareoordinaten ein, r, 6, tft. Alsdann hat man 

^ ör» '^^^ dr "^ sinö 86 "*" sinö dtff' ~ 

Diese Differentialgleichung braucht aber nicht schon von r = an, 
sondern erst von r = c an erfdllt zu werden. Daher hat (p die Form 

wenn J[ und Y Eugelfunctionen von und rp bezeichnen. 
Aus der zweiten Bedingung findet man 

«=0 
eine Gleichung, die auch ohne das Summenzeichen bestehen muss, 
da das unter dem Summenzeichen befindliche allgemeine Glied 
selbst eine Kugelfunction ist Man hat also 

Die dritte Bedingung verlangt, dass die Differentialquotienten 
von q> nach Xy y, z im Unendlichen gleich I, m, n, also gleich An»- 
drücken werden, die keine andere Veränderliche als / enthalten, 
daher im Unendlichen zunächst endlich bleiben. Ohne die Diffe- 
rentiationen wirklieh auszuführen, kann man hieraus sehliessen, dass 
die Summe S in q> nur aus zwei Gliedern besteht, nämlich dem 
Gliede, in dem n = 0, d. i. gleich einer Constanten ist, welche man 
fortlassen kann, und dem Gliede, wo n = 1 ist, d. i. 

In der That, differentiirt man nur in der Richtung r, die man als 
eine Axe annehmen kann, so würde ein späteres Glied, welches die 
«— 1*® Potenz von r enthält, ftlr r = 00 unendlich werden. Hau hat 
also zunächst fbr 9 die Form 



[1+ ^U"; 



das Glied rX^*> ist aber von der Form 
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wenn die x Constante bezeichnen, nnd hieraas erkennt man, dass 
für ein nnendliches x^ y oder z sein mnss 

dx "" ' dy " " ÖÄ "" *• 

Andererseits sollen diese Differentialqnotienten I, m, n werden ; also 
findet man 

(1) . . . 9(x, y, ä) = (l+ ^^([xJ^my + n»). 
Hierans erhält man durch Differentiation nach Xy y nnd % 

« = ^(i+-|t) Ir-O^ + my+nO, 

Endlich findet man den Druck p aus der bekannten Formel 

wo T eine Constante nach x, y, z bedeutet und nur die Zeit ent- 
halten kann, V aber das Erftfte-Potential, also bei uns 

ist. Setzt man fllr q> seinen Werth aus (1) ein, so erhält man 

Die Druckkräfte, welche auf die einzelnen Punkte der Kugel 
ansgefibt werden, setzen sich selbstrerständlich zu einer einzigen 
Kraft zusammen, welche im Mittelpunkte der Kugel wirkt. In dia- 
metral gegenüberliegenden Punkten hat u^+v^+w* denselben Werth, 
kann also in dem Ausdruck von p bei der Berechnung des gesammten 
Druckes fortgelassen werden, ebenso wie T. Es bleibt demnach nur 
das Glied 

im Ausdrucke ftlr p zu berücksichtigen; die Componenten dieses 
Theiles sind das Produkt des vorstehenden Gliedes resp. in cob6, 
sind cos ^9 sind sin t^. Muldplicirt man noch mit dem Flächenelement 
o^miOdOdtff und integrirt nach 6 von bis tt, nach tfß von bis 
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2n, Bo erh&lt man als Componenteii des gesammten Druckes 

- -^ adc\ - -^ ßdc\ - -^ ydc\ 



also fbr den ganzen Drack ^- Jac'. Dieser ist daher, ausser 

o 

von Constanten, nur noch von der augenblicklich wirkenden be- 
schleunigenden Kraft abhängig, und dieser parallel. Hört die be- 
schleunigende Kraft auf zu wirken, ist also <f = 0, so wird l, tn, n 
constant und damit u, v, to von der Zeit unabhängig, also die Be- 
wegung eine permanente, und man hat durch Elimination aus den 
Gleichungen für ti^ o, tr 

mti— Ii> = — A(nuj— ly), 
nc — mtt> = — A(ny —ms), 

wenn man zur Abkürzung setzt 



Hieraus folgt 



* = -^(te + my + na). 



log(nuc— ly) = -^log(tiy— m») 



dt "^^ ^^ dt 

und, wenn k eine Gonstante bedeutet, 

nur— ly = *(ny— niÄ). 

Die einzelnen Punkte bewegen sich also in ebenen Curven, deren 
Ebenen s&mmtlich durch die Gerade 

x:y:% = l:m:n 

hindurchgehen. Nimmt man diese Gerade, — Dirichlet nennt sie die 
Axe, — zur Axe der a, so sind X und ii gleich 0« Dreht man die 
Ebene der Cunre um die Axe, so werden die Coordinaten Xy y, i 
eines Punktes der Curve, wenn der Drehungswinkel % heisst, 

x€soBX'\-yBmx, ajsinx-ycosx, »; 

die Coordinaten der so entstandenen Curve genfigen also gleichfalls 
den Gleichungen fttr u, v, to und den Bedingungsgleichungen des 
Problems, und man findet alle Curven, auf welchen sich Theilchen 
bewegen, wenn man die in einer beliebigen Ebene liegenden um 
die (in derselben Ebene liegende) Axe drehte. 

Wir suchen die Gleichung dieser Curren auf, wobei es also 
hinreichend ist, die Gleichung derjenigen zu ermitteln, welche in 
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der JCZ-Ebene liegen. Wir haben daher zu setzen 

l = m = 0, y = 0, 
und finden 

dx __ 3ttc' 



« = -JT = öTs- «»» 



dÄ 3nc' « 



+ (^ +-&->: 



dt 2r' ' V ' 2r' 

Statt der rechtwinkligen Coordinaten x und z führt man Polar- 
coordinaten ein, nämlich ausser r den Winkel tj, den r mit der Axe 
der Z bildet, setzt also 

X = rsiniy, z = rcosjy. 

Bildet man aus den Gleichungen für u und to die Combinationen 

xdx-\-zdz = rdr, zdx—xdz == r'^rfi^, 
so erhält man 

rdr = •'Ä— p — , rM>7 = -yx — 2P~' 
und hieraus sofort 

eotgij drj + id(log ^ "j^^ ) = 0. 

Die Gleichung der Gurven ist also 

wenn x eine Gonstante bezeichnet, die alle positiTcn Werthe von 
bis cx> annehmen muss, um alle Gurven in der Ebene XZ zu geben. 

§ 91. Die Untersuchung, welche bisher für den Fall einer ein- 
getauchten Kugel geführt war, wird jetzt auf den Fall eines ein- 
getauchten Ellipsoides übertragen. Die rechtwinkligen Goordinaten- 
axen legen wir in die Hauptaxen des Ellipsoides, die der Grösse 

nach 2t, 2 |^r'— 6'^ 2 j^r'— c* sein mögen. Neben den rechtwinkligen 
Coordinaten bedienen wir uns auch der elliptischen q, fi, v wie 
I, 352 u. f. 

Von den Bedingungen, welche für das Geschwindigkeits- 
Potential 9) im § 89 aufgestellt sind, bedarf die zweite einer Modi- 
fication, indem 9), nach der Richtung der Normalen auf dem EUipsoid 
differentiirt. Null sein muss. Da das Element der Noimalen 



g.i/ (g'-^W-0 



Heine, Anwendungen der Kngelfunctionen. 2. Aufl. 22 
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ist, SO hat man statt der früheren Bedingung jetzt zu setzen 

:^ = für ^ = r. 
dg 

Die Function q> muss, nach der ersten Bedingung, der Gleichung 
(I. 361; m. vergl. in diesem Bande § 48) 

genügen. Entwickelt man die Function q) in eine Reihe von Engel- 
functionen in Bezug auf 6 und tff 

so ist Z von der Form 

WO a und b Gonstante nach fi, v, q bezeichnen, die nur noch / ent- 
halten können. 

Die zweite Bedingung bestimmt das Verhältniss der Constanten 
a und 6 zu einander; differentiirt man nämlich nach q, so bleiben 
die Differentialquotienten von Z^") Kugelfunctionen von 6 und tp, 
müssen also für sich Null werden, wenn die Summe sein soll. 
Daher hat man 

2ft 

Z^-^ = ^6.(F.(^)E;(r)-E.(e)F.(r))E.0u)£.(O, 

wenn in F und allen £ der obere Index n ist und das Zeichen ' 
eine Differentiation nach dem Argumente andeutet. 

Diesen Ausdruck transformiren wir mit Hülfe von I, (62). Setzen 
wir nämlich 

^"^ - / -[^(^^vÄw^ ^ ^'^'^' 

so wird, abgesehen von constanten Faktoren, 
und daher für jeden Index s 

Bedeutet c eine Gonstante wie 6, so wird 

ZW = ScE(^)EO^)E(v)\E'(x)(f(Q)-r(xy)+ -L ^- -, ]. 

«=o L E(y) yx — 6' y r' — c J 

wo sämmtlicho E, f und c den unteren Index s erhalten. 
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Femer sagt die dritte Bedingang, dass für unendlich entfernte 
Punkte die Differentialquotienten von q> nach x, y^ % endlich , und 
zwar gleich l, tn, n sind. Diese Differentialquotienten bildet man, 
indem man die Differentialquotienten von q> nach q mit 

dq dg dg 

multipliciri Diese erhält man aus der Gleichung 

Setzt man zur Abkürzung 

x^ y' a* __ 1 

(wo A die Entfernung des Mittelpunktes von der Tangentialebene 
bedeutet, welche an das EUipsoid (6) im Punkte x, y, a gelegt ist; 
die Normale daselbst sei iV), so wird 

80 daes die drei Differentialquotienten von q nach x, y, i (ür q = <x> 
endlich bleiben, nämlich cosd, sindcosv, sindsint/; geben. E^ 
kommt also darauf an, dass Z(") nach q differentiirt endlich bleibt; 
E(ß) ist von der n**"* Dimension. Das Glied der höchsten Dimension 
in dZCi'.do ist 

-cf(r)EO«)£WE'(r).B'(p); 
dies hat die n— l'' Dimension. Diese moss Null, also n = 1 sein, 
also 9» = Z«. 

Man setzt nun für E und F, oder vielmehr f, ihre Werthe. 
Die drei, dem Falle n = 1 angehörenden Werthe von E sind 
(1. 365 u. 367) 

Wir setzen femer 

(2) r _ ^f = P 

22* 
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und diese Integrale tod ^ = r an genommen gleich St^, 91^, 3%,. 
Zwischen den P bestehen, wie man sofort durch Differentiation 
nach Q zeigt, die Gleichungen 

(C)... Po+P, + P, = ^ 



welche dazu dienen, P^ und P^ durch das elliptische Integral erster 
Gattung auf der Rechten und das zweiter Gattung P^ auszudrucken. 
Wir behalten aber in unseren Formeln die drei Integrale sämmt- 
lieh bei. 

Nach (a) setzt man för f(ß) und f(r) die P und SU, berflek- 
sichtigt auch, dass die drei Aggregate E(ji)E(y)E(q) sich nur durch 
eine (gleichgültige) Constante von Xy y, z unterscheiden. Sind a, b, c 
Constante, so hat man aus q> = Z^ 



q>(. 



x^ y, z) = — , — ^ A ^ I 

^fx'^b'yf^^c' L r ^ |/r^-6^ }V-<?'J 

Vr'— b' yr*— c' 

In dieser Form findet man leicht die Differentialquotienten von 
q> nach x, y, z fnr q = oo, welche man gleich I, ui, n zu setzen hat 
Macht man (vorübergehend) 

' ' p ^ 

so wird 

a(p-X)= l, 

Benutzt man noch (c) um p zu entfernen, so erhält man Bchliess- 
lieh 

(3)... rr(..y,.) = u(l + ^^)+my(l + ^^) 
wo die P durch (2) gegeben werden, und die 91 aus den P durch 



}fx*- c» 
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Vertauöchung von q mit r entstehen. Das Geschwindigkeitspotential 
ist demnach in Bezug auf q ein Aggregat, welches ein elliptisches 
Integral erster und zweiter Art enthält, zugleich eine lineare Function 
von cosd, sind cos tp^ sind sin i^. 

§ 92. Durch Differentiation von q> nach x, y, z entstehen u, v, w. 
Mit Benutzung des Ausdrucks von h auf S. 339 erhält man 

wenn man unter ^ den Ausdruck versteht 
1 _ r l__ Ä^ , __3_ % , n hz "1 

Indem man, wie oben, die Normale N an das EUipsoid einführt, 
welches dem gegebenen confocal ist und durch den Punkt (x,y,%) 
geht, kann man die Ausdrücke für u, Vy to auch mit den folgenden 
vertauschen : 

« =m(l+-5^A_^)-Cco8(JV,F), 



«'="0+irT¥-)-^«««W^' 



^ 1 r icoB(JV,.y) mcoB(JV, F) nco8(JV,Z) 1 

Den Druck, welcher auf ein Element der Oberfläche des Ellip- 
soides aasgettbt wird, findet man durch die Gleichung 

7 = ^-im"^ lif ST' +-ifk: ')-«»•+ '■+«'•> 

Wir schliessen die Untersuchung mit diesen Formeln ab, die 
sich allerdings in speciellen Fällen, z. B. wenn der eingetauchte 
Körper ein Botationsellipsoid ist, noch vereinfachen. Der besondere 
Fall, welcher für jetzt das grösste Interesse in Anspruch nimmt, 
scheint der in §89 — 90 behandelte zu sein, in welchem die drei 
Axen des EUipsoides gleich werden, das EUipsoid sich also in eine 
Kugel verwandelt. 



Zusätze zum ersten Bande. 



Zu S. 1—2 und S. 188. 

Auf S. 1 — 2 wurde die Einführung des Potentials, wie es 
bisher gewöhnlich geschah, auf eine Arbeit von Laplace aus dem 
Jahre 1782 zurückgeführt. In der That gehört aber der wichtige 
Satz über das Potential, um den es sich handelt, Lagrange an, 
der ihn fünf Jahre vor Laplace bekannt machte. Man findet ihn 
in den Nouveaux M^moires de FAcadämie des Sciences et heiles 
Lettres, de Berlin, annöe 1777. Bemarques gändrales sur le mouve- 
ment de plusieurs corps, qui s'attirent mutuellement en raison inverse 
des carrSs des distances. Lu le 2. Octobre 1777. 

Dort liest man: 

No. 1. Soient M, M\ M'\ . . . les masses des corps qui composent 
le systöme donnä; x, y, z les coordonnäes rectangles de M, x\ y\ V 
Celles de If', .... Qu'on fasse, pour abröger, - 



on aura 

JL _^ L ^ ^ ^ 

m dx ' ~M ~dy ' M dz' 

pour les forces avec les quelles le corps M est attirö par les autres 
corps M'y W\ ... suivant les directions des trois coordonnäes x, y, s, 
de memo 

M' dx' ' Jlf' dy' ' M' dz' ' 
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Gette maniöre de repr^senter les forees est, comme Ton voit, 
extremement comipode par sa simplieitö et par sa g^n^ralitö; .... 

Die Herreu Baltzer und Scberiug hatten die Güte, mich auf 
diese Stelle in der Arbeit von Lagrange aufmerksam zu machen. 
H. vergl. die seitdem erschienene Arbeit des Herrn Baltzer in 
Borchardt's Journal, Bd. 86, S. 213—216: Zur Geschichte des 
Potentials. 

In Betreff der Einführung der Gylinderfunctionen ist zu 
bemerken, dass Herr Gian Antonio Maggi*) die Function J^Qc) 
bereits in einer Arbeit von Daniel Bernoulli, Theoremata de 
oscillationibus corporum filo flexili connexorum et catenae verti- 
caliter suspensae**) gefunden hat. Es kommen dort auch schon 
die angenäherten numerischen Werthe der beiden kleinsten Wurzeln 
von Jo(^) = Ovor. Herr Maggi erwähnt und beleuchtet dann die 
ferneren Untersuchungen von D. Bernoulli im VH. Bde, sowie die 
ebendaselbst befindlichen und späteren (M. vergl. z. B. Acta Acad. 
Petrop. 1781) von Euler über die J, welche die Entdeckungen 
von Fourier über dieselben, den Satz über die Ent Wickelungen 
nach Gylinderfunctionen, vorbereiteten. 



Zu S. 37 und 38. 

Die Function P^(x) wurde zwar eingeführt als n^^ Goefficient 
in der Entwickelung einer Quadratwurzel nach Potenzen einer Ver- 
änderlichen a, dann aber auf S. 37 allgemein, nicht nur für ganze 
positive Zahlen n, sondern für beliebige Zahlen n, durch das Integral 
von Laplace (M6c. cel. T. V, Livre XI, No. 3, S. 33 der Ausgabe 
von 1825) definirt 

(a) . . . P^x) = — /\x^ co8(p. ix^-^ijdtp. 
Dies Integral hat die durch die Gleichung 

ausgedrückte Eigenschaft. 

*) Sulla storia delle funzioni cilindriclic; Reale Accademia dei Lincei, Vol. IV^, 
Serie 3', 1880. 

**) Commeuturii Ac. Sc. Imp. retrop. anni l7:V2--33, T. VI. 



(b) ... af^F(-in, i-i«, 1, -^y^), 
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Auf S. 38 wurde erwähnt, dass man auch andere Ausdrücke, 
welche für ganze positive n denselben Werth P" geben, als De- 
finition der Function P" für beliebige Werthe von n betrachten 
könne. Diese Ausdrücke, welche, wenn n aufhört eine ganze positive 
Zahl vorzustellen, unendliche Reihen werden, könne man freilieh 
nur anwenden, wenn sie für den betreffenden Werth von x con- 
vergiren, womit aber nicht gesagt sein soll, dass die auf verschiedene 
Art definirten Functionen im ganzen Verlaufe die gleichen Func- 
tionen darstellen. Die Form (a) wird nur fttr ein rein imaginäres x^ 
und auch für ein solches nur dann, wenn n einen negativen reellen 
Theil besitzt, unendlich. Ueber diesen Gegenstand, welcher auch 
fttr die Entwickelungen auf S. 203 von Interesse ist, werde ich hier 
etwas ausführlicher handeln. 

Die mit (d) und (e) bezeichneten auf S. 19 angegebenen Formen 

für i^ sind 

a?^l 

x' 

Beide Functionen von n stimmen, die Convergenz voraus- 
gesetzt, für alle n mit /'"(a?), wie es durch (d) definirt ist, 
überein. Bei (6) ist dies unmittelbar klar durch die Ableitung 
dieser Formel; dass aber (c) mit (b) und daher mit (a) überein- 
kommt, folgt aus einer Gleichung, die sich in der Abhandlung des 
Herrn Kummer über die hypergeometrische Reihe*) findet, näm- 
lich aus 

F(a, ß, «-/J+1, ä) = (l+*)-^f (i«, ia + i, «-/»+1, -(i^jr), 

aj— 1 
für a = ß = — «, y = 1, z ==■ — -pr-- üebrigens zeigt die Euler'- 

X — j- X 

sehe Gleichung 

F(«, Ä y, X) = (l-a.y-"-''F(y~a, y- ft y, x) 

sofort, dass (b) und (c) sich nicht ändern, wenn man in diesen 
Reihen n mit — n— 1 vertauscht. 

Anders würde es sich verhalten, wenn man als De- 
finition der Function P die dritte der auf S. 38 erwähnten 



♦) Grelle, Journal f. M. Bd. XV, § 19. Gleich. 50. 
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Reihen, die Reihe (2) wählen würde, d.i. 

Diese, welche wir hier der Deutlichkeit wegen p^(x) nennen wollen, 
stimmt in der That nur für positive ganze n mit der von uns 

(durch (tf)) definirten Function P^(x) tiberein. Sehen wir davon 
ab, dass {d) ftlr solche n unendlich wird, welche die Hälfte einer 
ungeraden positiven Zahl sind, so erkennt man sofort, dass p-*-' 

hier nicht mehr dieselbe Function von x wie P" ist; man hat vielmehr 

j3"""~'(«) = — tang«7r.7*(a:), 

TT 

wenn man diejenige Function mit ^ bezeichnet, welche f&r ein 
ganzes positives n gleich Q**^ der Function zweiter Art war, d. i. 

Man wird diese Eigenschaft der Reihe (rf) bei der Integration von 
Differentialgleichungen fllr die Produkte von zwei Kugelf unctionen 
verwerthen können (M. vergl. § 4 im Zusatz zu S. 259), ebenso 
(I 258 — 259) um von den Recursionsformeln für die P auf die flir 
die Q zu gelangen. 

Zu S. 40. 

Herr Schering hat schon in seiner SPreisschrift vom 4. Juni 
1858 „lieber die conforme Abbildung des Ellipsoids auf der Ebene" 
im Art. VII bemerkt, dass wenn der imaginäre Theil %Q von arccoso? 
eine Gonstante ist, die complexe Zahl x durch die Punkte einer 
Ellipse mit der halben grossen Axe costQ und mit der Excentricität 1 
dargestellt wird. 

Zu S. 50. 

Der Eingang des Zusatzes über Eisensteines Satz wird klarer 
durch die bestimmtere Fassung: es solle eine solche „ganze" Zahl x 
existiren, dass die Coefficienten von xy durch Vertauschung von x 
mit „%x^ ganze Zahlen werden. 
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Zu S. 57—64. 

1) Eine coutinuirlicbe Function f(x) die zwischen zwei Grenzen 
einmal, für o; == a, vom Wachsen zum Abnehmen übergeht, oder um- 
gekehrt vom Abnehmen zum Wachsen, lässt sich als Sunune zweier 
continuirlichen Functionen darstellen, von denen die eine zwischen 
den Grenzen nicht zunimmt, die andere nicht abnimmt. 

In der That kann man f(x) in die Summe zweier continuir- 
lichen Functionen zerlegen 

f(x) = g>(x)+il)(x), 

wo g>(x) und yj(x) durch folgende Festsetzungen bestimmt sind: 

Es ist 

für X ±^ a für x^a 

q>{x) = f(x)-f{a), ?>(*) = 0, 

tp(x) = f(a), tpdx) = fix). 

Besitzt f(jt) p Punkte, in welchen ein Wechsel vom Ab- 
nehmen zum Zunehmen oder umgekehrt eintritt, so kann 
man daher f(x) in die Summe von p+1 solcher continuir- 
lichen Functionen zerlegen, die nicht abnehmen oder nicht 
zunehmen. 

2) Eine zwischen den Grenzen x = g und x = h endlich blei- 
bende Function F(x)y die für rr = a unstetig ist, lässt sich in die 
Summe einer stetigen Function f(x) und der Function 

zerlegen, wo x(ir) von x =^ g bis x = a gleich 1 wird, von x = a 
bis a; = A aber Null. Geometrisch wird xQß) von x = g bis x = a 
durch eine der Abscissenaxe parallele Gerade, von o bis h durch 
die Abscissenaxe selbst dargestellt. 
In der That kann man setzen 

ax) = F(x) + [F(a + 0)-F(a^O)]x(x), 

wo offenbar f(x) continuirlich ist. 

3) Aus 2) erhält man: Wenn F(x) eine von g bis h endliche 
Function bedeutet, welche für x = a, a; = «j, etc. unstetig wird; 
nennt man ferner x(^)j Xi(^)? ©tc. Functionen, die von x = g bis 
a; = a, resp. bis x = a^^ etc. gleich 1, von a? = a, resp. von « = a,, etc. 
bis 0? = & gleich werden, so ist 

/•(aj)=F(rr)+[F(a-i-0)-F(a-0)]x(a.)4-[F(a,4.0)-F(a-0)]x,(^)+ete. 
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eine von g bis h stetige Function von x. Man kann also eine ge- 
gebene endliche unstetige Function F(x) zerlegen in die Summe 
einer stetigen Function f(x) und einer endlichen Anzahl von un- 
stetigen Functionen derselben Art, deren v^, d. h. mit dem Index v 
versehene, das Produkt der Constanten F(ay —O)— F(ay + 0) mal 
Xy (x) ist, wo X di6 Function bedeutet, welche von x = g bis x = ay 
gleich 1 ist, dann zu Null springt und yon x = üy bis h Null bleibt. 

4) Dies, angewandt auf den Fall wo g = --n, h^n ist, zeigt, 
wie eine Fourier^sche Reihe, für eine endliche unstetige Function F 
mit einer endlichen Anzahl von Maxima und Minima und von Un- 
stetigkeitspnnkten, sich von der Reihe für eine stetige Function f(x) 
unterscheidet (wobei man sich des Satzes erinnern mag, welcher 
aussagt, dass eine solche Function f(x) eine zwischen x= —n und 
X =in in gleichem Grade convergente Reihe giebt), und wie sie aus 
einer solchen Reihe entsteht. Dieser Reihe fttr f(x) hat man näm- 
lich, um F(x) zu gewinnen, eine endliche Zahl von Reihen hinzu 
zu addiren, welche sämmtlich von derselben Art sind, deren y^^ 
nämlich aus dem Produkt der Gonstanten 

mit der Reihe 

besteht Dies ist nämlich die Reihe, welche von a?= — tt bis ay 
gleich 1, von da an wird. 

5) Die vorstehenden sehr nahe liegenden Bemerkungen klären 
nicht nur die Beschaffenheit solcher Fourier'schen Reihen auf, 
welche endliche Functionen (hier und im Folgenden sind nur solche 
mit einer endlichen Anzahl der Maxima und Minima gemeint) dar- 
stellen, sondern erleichtem auch nicht unerheblich die Redaction 
der Beweise des 1. und vorzugsweise des 2. Satzes auf S. 58, um 
die es sich in dem ganzen Abschnitte von S. 57—64 handelt Yon 
vom herein sind Bedenken beseitigt, wie sie Herr Schläfli*) 
äusserte, ob die Sätze ihre Gültigkeit in der Umgebung derjenigen 
Punkte behalten, in welchen ein Maximum oder Minimum stattfindet 

Der 1. Satz besagt, dass die Fourier'sche Reihe für eine end- 
liche Function f(x) zur Summe 

*) Einige Zweifel an der allgemeinen Darstellbarkcit durch eine trigono« 
metrische Reihe. Universitäteprogramiri. Bern^ 1874. 
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hat; für j; = +71 ist es, wie S. 63 bemerkt wurde, nicht erforderlich, 
den Satz za modificiren, wenn man, bei Betrachtung dieser Stellen, 
f(x) ausserhalb der Grenzen — n und n periodisch so fortsetzt, dass 
t(^-\-2n)=^f(x) wird, so dass f(n+0) mit f(-n+0) und /•(— n:— 0) 
mit f(n—ö) übereinstimmt. Indem man dann das Coordinatensystem^ 
etwa um n, verschiebt, also y fQr a; durch die Gleichung y = x± n 
einfuhrt, fasst man die Function als Function yon y auf, und der 
Punkt für den x = +7r war, mit den Punkten l|l7r-|-0 und +fr-~0, 
tritt jetzt in Bezug auf y als der Punkt mit seiner Umgebung auf, 
bedarf also keiner besonderen Untersuchung. 

In dem Beweise des 1. Satzes, den Dirichlet gegeben hat, und 
ebenso in dem, welcher an der betreffenden Stelle des Handbuchs 
vorliegt, hat man, nach unserer Bemerkung, unter 1) nicht mehr 
nöthig, in den zu behandelnden Integralen, die zu iutegrirende Func- 
tion noch in solche Theile zu zerlegen, welche entweder nicht ab- 
nehmen oder nicht zunehmen und den Beweis flir jeden einzelnen 
Theil zu führen; man zerlegt vielmehr die Function f(jc) sofort in 
die Summe solcher Functionen, die zwischen x =^ —n und x r=z n 
weder ein Maximum noch ein Minimum besitzen und führt den 
ganzen Beweis nur für diese Functionen. So ist z. B. bei uns auf 
S. 59 und 60 das tiberflüssig geworden, was sich auf solche Zer- 
legung bezieht, und der 3. Satz S. 60 ist nunmehr bereits am 
Schluss von S. 59 bewiesen. 

Wesentlicher als die erste Bemerkung in diesem Nachtrag zur 
Kürzung im Beweise des 1. Satzes tragen die erste und zweite Be- 
merkung zur Vereinfachung des Beweises für den 2. Satz bei, wel- 
cher sich auf die Gonvergenz in gleichem Grade bezieht. Die 
Schwierigkeit, bei der Anzahl der zu unterscheidenden Fälle, den 
Beweis so zu redigiren, dass die Darstellung nicht einen Umfang 
erfordert, welcher wenig mit der Einfachheit der Sache harmonirt, 
hatte mich veranlasst, an einzelnen Stellen, z. B. beim 4. Satz 
S. 62, den Beweis nicht vollständig durchzuführen, sondern die Fort- 
führung dem kundigen Leser zu überlassen. Ich werde hier nun- 
mehr den Beweis des 2. Satzes vervollständigen. 

Im 71. Bde von Borchardt's Journal stellte ich den 2. Satz 
in der Form auf: Die Fourier'sche Reihe für die endliche Function 
f(x) convergirt in gleichem Grade, wenn f(x) von —nhv^n con- 
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tinuirlich ist; in allen anderen Fällen ist sie nur ^im allgemeinen'' 
in gleichem Grade convergent — nämlich selbstverständlich mit 
Ausnahme der Discontinuitätsstellen event. der Stellen x = +n. 
Im Handbuch wählte ich die Einkleidung, welche dasselbe besagt, 
aber fbr derartige Beweise zuweilen bequemer ist (z. B. wählte ich 
eine ähnliche auch in dem folgenden Zusatz zu S. 67), es lasse sich 
n so gross nehmen, dass s — Sn (d. h. die continuirliche Summe der 
unendlichen Reihe weniger der Summe von n Gliedern der Reihe) 
kleiner bleibt, als eine gegebene Grösse, während x die Werthe 
von —TT bis TT durchläuft, selbstverständlich mit Auslassung der 
Umgebungen von Discontinuitätsstellen, die man von vom herein 
in einer beliebigen, dann aber festgehaltenen Entfernung von der 
Ordinate durch zwei Ordinaten abschliesst. Da s gleich f(x) ist, 
so soll also, wenn man die gegebene Grösse 2yc nennt (nämlich wie 
früher mit y den grössten Werth von f(x) bezeichnet, mit c aber 
eine vorgegebene kleine Grösse), nachgewiesen werden, dass fbr 
hinlänglich grosse n sei 

f(aj)— «n<2yc. 

Nach der obigen Bemerkung ttber die Behandlung der Stellen, 
für welche x = +n ist, genügt es, den Beweis für die Curve mit 
Ausschluss dieser Stellen und ihrer Umgebung zu führen; der Be- 
weis für den ausgeschiedenen Theil, dem man nur noch benach- 
barte Stücken hinzuzufügen hat, wird dann ebenso geführt, als ob 
es sich um die Umgebung des Punktes, für den x =^0 ist, handelte. 

Wir haben, nach 4), den Satz nur in zwei Fällen zu beweisen: 

a) wenn f(x) continuirlich bleibt und nie wächst oder nie ab- 
nimmt. Zur Bequemlichkeit nehmen wir beim Beweise an, f(x) 
sei positiv und nehme nie zu; 

5) wenn f(x) eine Function wie x(a?) in 2), also geometrisch eine 
gewisse gebrochene Gerade vorstellt. Wir behandeln zunächst den Fall 

ä) Es bleibt f(x) continuirlich (ist positiv und nimmt nicht zu). 
Man beachte, dass der Beweis nicht für ein x in der von vom 
herein ausgeschiedenen Umgebung von x^'+n zu führen isti 
Nach (2) auf S. 58 ist TiSn die Summe der zwei Ausdrücke 



deren jeder, nach S. 63, für w = oo, gleich \nf(x) wird. 
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Ich zeige, dasB der erste bei hinlänglich grossem n sich von 
\nf(x) um weniger als yc unterscheidet. Von dem zweiten gilt 
dasselbe. 

Man nehme eine Zahl tj so klein, dass f(x -f 217) sich von fQt) 
gleiohmässig f&r alle Werthe von x, die in Frage kommen, nm 
weniger als 0,1 yc unterscheidet. Dies kann geschehen (und hier- 
auf beruht die Beweiskraft unserer Schlüsse), weil f eine continuir- 
liehe Function ist Nach der Gleich. (3) auf S. 61 , die wir hier 

flir den speciellen Fall » = 1 anwenden f man setzt 17 fllr — j unter- 
scheiden sich die Integrale 



die wir hier mit a« und t« bezeichnen wollen, von einander um 
weniger als 

wo 8 eine feste Zahl, die nach S. 59 unter 6 liegt, bezeichnet. 
Nehmen wir zunächst n so gross, dass 

e 

<c 

wird, so hat man er« — t« < 0, 1 yc. War die Grenze ^(n—x) schon 
hinlänglich klein, um unsere Forderung zu erOHlen, so ist die Ein- 
führung von T überflüssig und man setzt o selbst ftlr t. 
Man beachte, dass 

Grcr, = GrT« = \nf(x) 

in Folge des 1. Satzes ist; zu beweisen hat man, dass sei 

\nf{x) — an<Yc. 

Drückt man a durch die obige Ungleichheit in % aus, so zieht man 
hieraus, es genüge auch, wenn die Ungleichheit 

(a) ... inf(x)'-Tn < 0, 9 yc 
erfüllt wird. Nach dem zweiten Mittelwerthsatz hat man aber (S. 62) 

..=«./'™^-±a?*.+|K.+2,)_«.+2e/'!!!^±l>*., 

{ 

wenn | einen Werth zwischen und 17, der eventuell auch oder 
fj selbst sein kann, vorstellt. «Es ist durch Dirichlet bekannt, und 
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• 

wir wiederholen zum SchlosB das Wesentliche von Dirichlet's 
Beweis, dass das erste Integral für ri = oc die Zahl ^fi vorstellt, 
fUr ein hinreichend grosses n aber beliebig nahe an ^tt kommt, 
sich von ^n um weniger als 0, 1 c unterscheidet. Femer war tj 
so gewählt, dass f(x) — f(x + 2T]) kleiner als 0, 1 yc wird. Daher 
unterscheidet sich die rechte Seite des Ausdrucks für r« um weniger 
als 0,3 yc von inf(x)^ während nach (a) schon der Nachweis 
genügte, dass t» sich um 0,9 yc von \nf(x) unterscheide. Somit 
ist der Beweis im ersten Falle geführt. 

&) Den Beweis der Gonvergenz in gleichem Grade (ausserhalb 
der Unstetigkeitsstelle) müssen wir noch für eine Function ((x) 
führen, welche von x = —n bis a gleich 1, von a bis n gleich 
ist. Für eine solche reducirt sich das Integral nsn (offenbar), je 
nachdem x<a oder x>a ist, auf den ersten oder zweiten Ausdruck 

(X < a) /«"-'^«"(^n+l)« ^ ^ /•«-) rin(2«+ 1)« 
^ J sma J sma 

(. > a) y«"-^'^jJE( 2«+l)« ^ _ V«-) Bin(2n+l)« j„ 
J sina J sina 



Jedes einzelne von den vier Integralen kann man aber (s. u.), wenn 
n gross genug genommen wird, gleichmässig für dasselbe n und 
alle Xy die in Frage kommen, also mit Ausschluss der vorher ab- 
gegrenzten Umgebung von Punkten, ftlr die x=-a oder +7r ist, 
beliebig nahe an \n bringen; daher kommt der erste Ausdruck, 
gleichmässig von o? = — ti; bis a: = a, beliebig nahe an n^ der zweite 
für dasselbe n von x = a bis x = tt^ beliebig nahe an 0, wie zu 
zeigen war. 

Es bleibt noch übrig, nachzuweisen, dass alle diese Integrale, 
deren obere Grenze für kein x unter eine feste Grösse ri herab- 
sinkt, die durch das Stück bestimmt wird, welches man auf beiden 
Seiten des Punktes der Discontinuität und bei a? = + tt abge- 
schnitten hat, beliebig nahe an ^fr kommen, wenn man n den- 
selben Werth ertheilt: Ein jedes von den vier Integralen unter- 
scheidet sich von dem Integral bis 17 um ein beliebig kleines Stück. 
Setzt man nämlich 

sin( 2n4-l)tf __ sin(2ii+l)a a 
sina sina sina 

und in Formel (3) auf S. Gl 
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^ siua 

so zeigt sieh, dass das Integral mit der grosseren Grenze sich von 



'y 8in(2ii + l)g 1 



f 

J sinot 





höchstens um 



unterscheidet, wo y der grösste Werth Ton a : sina zwischen and 
\nj also \n ist, daher bei hinreichend grossem »> welchen Werth 
man auch x ertheilt, dem Integrale zwischen und 17 beliebig 
nahe kommt 

Dass das Integral nahe \n ist, zeigt man, indem man 2n-l*l 
mit k bezeichnet, und das Integral von bis 17 in eine Reihe von 
Integralen 

zerlegt, wo die positive Grösse q^ gleich 



Vit 



, /^* sm/ra . 

+ / — : da 

—J „ sma 



(y-^)j 



gesetzt wird, während ^^ als obere Grenze 17 hat Dann ist offenbar 

2 1 2^ 1_ 

k' . vn ^^''^ k' . (v-l)n ' 



sin — jT- sm , 

also Qy <ßy_i, und wenn 2m +1 unter fi liegt, 

'^^sinÄa , 



Durch die Betrachtung, dass das Integral 

'*'' sin/fa 



y 



y sma 





da 



gleich ^7t ist, und dass dasselbe, dass also ^n eine unendliche 
Reihe ^, — p, + ^,— eto, giebt, erhält man 

i^> ?i""?a ^»m* 
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Offenbar wird ^2m+i, wenn m auch nur eine hinlänglich grosse Zahl 
bedeutet, die endlich bleibt und nicht mit n zugleich in's Unendliche 
wächst, beliebig klein, wenn n hinlänglich gross ist (fbr n = oo 
wäre Q2m^i gleich 1 : mn); die Summen p, — • —g^m and ßi— ••• +Q2m^i 
können sich von ^tt noch nicht um ^sm+i unterscheiden, also wird 
das Integral von bis tj sich von \n noch nicht um die Grösse 
?2m+i entfernen, die man durch gehörige Wahl des k oder n beliebig 
klein machen kann. 

Da die Grenze, der sich Q^ für n = oc nähert, zuweilen in 
Frage kommt, so bemerke ich schliesslich, dass 



7X 



/* sinÄa . 
—. da, 
«ma 



gleich dem Produkte eines Mittelwerths von —, — zwischen den 

smcr 

Grenzen a = und a^=^-r mal 



"^ 

wird. Der erstere wird für » = oo gleich 1 , also q^^ für i? = oo 
gleich 

sin/9 






ß 



dß. 



Zur 2. Anmerkung auf S. 67. 

Dort wurde der Satz bewiesen: „Eine Reihe, die nach Po- 
tenzen der Veränderlichen x geordnet ist, convergirt sicher von 
X = bis zu der Grenze der Convergenz, die Umgebung der 
Grenze ausgeschlossen, in gleichem Grade.^ Diese Fassung 
hat mehrfach zu der Deutung veranlasst, dass die Reihe entweder 
nicht mehr bis in die Grenze in gleichem Grade convergire oder 
dass wenigstens der Nachweis ftlr diese Art der Convergenz sich 
nicht führen lasse, während ich die oben hervorgehobenen Worte 
nur deshalb hinzufügte und dem Satze durch ihre Fortlassung nicht 
die ganze Allgemeinheit gab, weil der Beweis für den vollständigen 

HeinOf AnwonduDgen der Kngelfnnctionen. S. AqA. 23 
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Satz einen grösseren Apparat erfordert, den ich bei der nebensiU^h- 
liehen Untersachnng über die Convergenz einer Potenzreihe za ver- 
meiden wünschte. Ich bewies deshalb den Satz nnr in der All- 
gemeinheit, in welcher er im Handbache angewandt werden sollte. 
Da sich dem Gegenstande aber das Interesse Einiger zugewandt 
hat, so gebe ich den Satz nachträglich in seiner Vollständigkeit 

Lehrsatz. Eine für x=z a convergirende Potenzreihe con- 
Tergirt von ^ = nicht nnr bis an, sondern noch bis in j; = a in 
gleichem Grade. 

Man hat nicht ausdrücklich die Annahme hinzuzufügen, dass 
die Reihe bis x = a convergiren solle, da diese Convergenz aus 
der für x = a von selbst folgt. Ist nämlich die vorliegende Reihe 

so muss OmO" f&r ein unendliches n Null werden, also f&r jedes n 
unter einer endlichen Grösse g bleiben, die, wenn n gross genug 
genommen wird, beliebig klein genommen werden kann. Setzt man 

so wird daher 

«.,,-...<,[(i)%(ir+...+(fr], 

und demnach, so lange x<a bleibt, 



OL /.TN* 

Sn^y — Sn< g\—) , 

er — X ^ o ^ 



also mit wachsendem n für jedes v beliebig klein. Folglich (M. 
vergl. S. 64, I Definition) convergirt die Reihe S, sobald a? < or. 

Bei dem (nun folgenden) Beweise des Satzes, den ich durch 
eine Bemerkung von Herrn Cantor noch kürzen konnte, nehmen 
wir, ohne dadurch die Allgemeinheit zu beschränken, an, es sei 
a = l. 

Beweis des Lehrsatzes: 

Angenommen wurde, dass die Reihe der a convwgire; wir 
setzen 

« = «o+ai + a, + —, 

«« = «o + ^iH hö». 

Wenn jetzt von S und Sn gehandelt wird, so sind hierunter die 
oben so bezeichneten Reihen unter der ausdrücklichen Voraus- 
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Setzung verstanden, dass man für x einen von 1 verschiedenen 
Werth, der also kleiner als 1 zu nehmen ist, setzt. 
Man hat 

also die Gleichung 

Hieraus folgt, da man fbr x irgend einen bestimmten Werth gesetzt 
hat, der kleiner als 1 ist, 

S— S„ = (l—aj)(Ä»a?"+«nH-iiB"-+-^ + •••) — «i«^- 
Da die Reihe der a convergirt, so werden die aufeinanderfolgenden 
Grössen Sn mit wachsendem n sich immer mehr nähern und unter 
einer festen Grösse bleiben; es wird also ein Mittelwerth Mn zwi- 
schen der oberen und unteren Grenze der Zahlen 

existiren von der Beschaffenheit, dass man hat 

Daher ist 

also gewiss kleiner als Ifn-«». 

Unser Satz fordert den Beweis der folgenden Behauptung: 
Wie klein auch die Grösse b gegeben sei, man kann n so gross 
nehmen, dass flir jedes x von bis 1 incl. 

kleiner wird als £, und für noch grössere n auch < e bleibt. 

Die obige Differenz stimmt für aj=l mit «--««, und wenn 
X <! ist, mit S—Sn überein. Da die Reihe der a convergirt, so 
wird erstens von einem hinlänglich grossen n an, s — Sn kleiner 
als e, zweitens Sn+r—'n für jedes positive v, also auch Jlf«— ««, 
kleiner als e. 

Hiermit ist unser Satz bewiesen. 

Wir ziehen aber hieraus einen Satz von Abel, der mehrfach 
im Handbuche erwähnt wird. Weil die unendliche Reihe mit jeder 
beliebigen Näherung e durch eine ganze Function von einem Grade 

23* 
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n (der dareh e bestimmt wird) 

dargestellt wird, so ist die anendliche Beihe eine continoirlicbe 
Function Yon x, oder, wie man gewöhnlieh sagt, die Grenze, wel- 
cher sich die Function 

Ar d? = 1 n&hert, ist a«+Ai+ ^iH — 9 wenn die Beihe der a con- 
vergirt. 

Einen einfachen Beweis dieses Aberschen Satzes, welchen 
Abel im L Bande des Grelle'schen Journals*) aufstellt und be- 
weist, hat Dirichlet gegeben**). Bei dem Beweise unseres Lehr- 
satzes habe ich mich einer Transformation bedient, die bei Di- 
richlet vorkommt 



Zu S. 85. 

Wir fthren das weiter aus, was dort am Schlüsse des § 18 
angedeutet wurde: 

Wenn k eine beliebige gebrochene positive Zahl bedeutet, so 
lässt sich 0^ nicht mehr allgemein f&r jedes x in eine Beihe von 
Eugelfnnctionen entwickeln, wohl aber noch dann, wenn x (positiv 
ist und) zwischen und 1 liegt Dass dies wirklich geschehen 
kann, erkennt man aus dem allgemeinen Satze über die Entwicke- 
lung von Functionen zweier Veränderlichen nach Eugelfnnctionen, 
wenn man ihn auf den Fall anwendet, dass die Functionen von 
einer der beiden Veränderlichen, der Länge tfß, unabhängig werden. 

Die Entwickelung ist aber keine bestimmte, sondern hängt von 
dem Werthe ab, den die Beihe fbr negative Werthe von x an- 



•) Untersnchüngen über die Reihe l+^x+ ""^7 o ^^ *' + etc. S. 8 1 1—339. 

1 !• « 

^ Demonstration d'nn th^or^me d'Abel; Note de M. Lejenne-Diricblet 
Commnniqa^ par M. Lionyille. Lionville, J. de Math. Denzi^e S^rie. T. VII, 
1862. S. 253 — 255. Lioaville leitet seine Mittheilnng mit den Worten ein 
... Cansant an jonr arec mon ezcellent et si regrettable aml Lejenne- Dirichlet 
je Ini disais qne je tronvais assez difficile k ezposer (et mime comprendre) la dteon 
stration qn'Abel a donn^e de ce th^orbme important. Dirichlet se mit sor-le 
champ h ^rire sons mes yenx, dans le senl but de me venir en aide, la Note ci 
«prhsy qni m*a ^t^ d'nn grand secoars et qn'on me sanra gr^ de Uvrer an public . . 



Zu S. 85 und 97—125. 357 

nehmen 80IL Schreibt man z. B. vor, dass die Reihe ftir negative 
X dasselbe wie fttr positive darstellen soll, nämlich die V^ Potenz 
des Zahlenwerths von x^ so stellt die erste von den vorstehenden 
Seihen, wenn man in ihr 2n durch h ersetzt, ftlr positive x noch 
immer die Potenz dar, und man hat 

*+l "^ (* + l)(Ä+3) "*" (*+l)(H3)(*+5) "^■**' 

während, wenn die Reihe fttr negative x den negativen Zahlwerth 
von ixf' geben soll, die zweite Reihe diese Potenz für positive x 
darstellt, man also hat 

^ - ik+2 ^ "^' (Ä+2)(Ä+4)'^ "^^^ (Ä+2)(Ä+4XA+5) "^ *" ' 

Soll endlich die Reihe sich für negative x in Null verwandeln, so 
wird d^ fbr positive x durch das arithmetische Mittel aus den 
beiden Reihen dargestellt. 



Zu S. 97-125. 

Die Verallgemeinerung der Gaussischen hypergeometrischen 
Reihe durch einen Buchstaben 9, über welche in dem Zusätze zum 
2. Kapitel gehandelt wurde, hat Herrn Appell in Dijon zu einer 
Reihe interessanter Untersuchungen veranlasst, die er in den 
Gomptes Rendus de l'Acadämie des Sciences, Tome LXXXIX, 
S. 841 und 1031 mittheilt. In diesem Nachtrage .will ich auf die- 
selben nur hinweisen, und einige von den weiteren Resultaten er- 
wähnen, die Herr Appell in den Gomptes Rendus aus dem Jahre 
1880, nämlich im XC. Bande S. 296, 731, 977 und im folgenden 
Bande am 16. August gewonnen hat. 

Euler und Pfaff haben sich schon mit hypergeometrischen 
Reihen höherer Ordnung beschäftigt, d. h. mit solchen, welche statt 
der beiden Elemente a und ß im Zähler und dem einen y im Nenner, 
welche bei der Reihe von Gauss vorkommen, noch eine grössere An- 
zahl von Elementen im Zähler und Nenner enthalten, die dort ebenso 
auftreten wie a, ß^ resp. y^ so dass sich durch Vertauschung der 
Elemente im Zähler und ebenso der im Nenner befindlichen die 
Reihe nicht ändert. Diese Reihen dienen zur Integration von 
linearen Differentialgleichungen höherer Ordnungen, in derselben 
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Art, wie die Gaussischen zur Integration derer zweiter Ordnung, 
und nehmen also einen bestimmten Platz in der Analysis ein.*) 
Sie zeichnen sich femer durch manche interessante Eigenschaft aus; 
z. B. sind die zwei Arbeiten von Clausen im III. Bde des Grelle'- 
sehen Journals zu erwähnen. In der ersten zeigt der Verfasser, 
dass die hypergeometrische Reihe F{a, ß, /, x) ein Quadrat besitzt, 
welches eine hypergeometrische Reihe der nächst höheren Ordnung 
ist, wenn die Bedingung erfüllt wird 

y = a+ß+i. 

Die drei Elemente im Zähler so wie die zwei im Nenner der 
höheren Reihe sind dann 

2a, 2A a + /y; y, 2y-l. 

In der zweiten Abhandlung findet er als Bedingungen, unter wel- 
chen das Produkt 

^(«, A r, x).F(a', /?', /, X) 

eine hypergeometrische Reihe der nächst höheren Ordnung giebt, 
ausser den im vorigen speciellen Falle angefahrten, die neuen 

« + «' = *, ß + ß' = h y + / = 2. 
Die Elemente der Reihe, welche gleich dem Produkte ist, sind femer 

M. vergl. hierüber noch den unten folgenden Nachtrag zu S. 259. 
Ein Beispiel hierfür geben die Kugelfunctionen; mit Hülfe 
von L 218 findet man hieraus neue Formeln. Wenn man setzt 
Q^ =2x^—1^ und mit F eine hypergeometrische Reihe (der zweiten 
Ordnung) mit drei Elementen im Zähler und zweien im Nenner 
bezeichnet, so entsteht nämlich 

[Qn(x)Y = ^-2«-2F(fi+l~v, n + v+1, n+1; n + i, 2n+2] -^0, 
K(ix)Q:(x) = F(i, i^v, i + r,; « + *, i-n; -^-2). 

Neues Licht verbreitete dieser Uebergang zu höheren Ord- 
nungen nicht. 



*) M. vergl. Thomae, Ueber die höheren hypergeometrischen Reihen, ins- 
besondere über die Reihe 1+ . f^f' ar-hctc. Math. Annalen, Bd. II. 

1 . 0} 63 
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Dagegen veranlasste mich der Umstand, dass die 0-Functionen 
als specielle Fälle in den durch q verallgemeinerten Reihen ent- 
halten sind, dass aber die & der höheren Ordnungen mehrere 
Veränderliche enthalten, eine solche Verallgemeinerung der Gaussi- 
schen Reihe zu der nächst höheren Ordnung aufzusuchen, welche 
zugleich zwei Veränderliche enthält, ohne doch die wesentlichen 
Eigenschaften der ursprünglichen Reihe zu verlieren. Eine solche 
Erweiterung hat aber Herr Appell gefunden, und an den erwähnten 
Stellen berichtet er über seine Resultate, deren Bedeutung der nach- 
folgende kurze Auszug zeigen vnrd. 

Bezeichnet man mit ihm 

A(i+l)...(A-t-&-l) 
mit (l, fc), und setzt (l, 0) = 1, so sind vier Functionen einzuführen 

fXct> ßy ßy Yy 7 y ^y tf) = ^ > x7f wi >!A \ ^V'y 
2\ yryr yiyf y y yy q^^ w)(y', «)(1, m)(l, ti) ^ ' 

F, (a, a', ß, ß\ Yy ^y V) = ^ / . wi wi n ^tf'y 

wenn die Summen von m und n gleich bis co genommen werden. 
Jede dieser Functionen genügt einer partiellen Differential- 
gleichung nach X und y\ setzt man z. B. 

dF, _ dF, _ d'F, _ d'F, _ d'F, _ 
dx ■"''' dy ""^' dx' ""''' dxdy ~ *' dy^ "~ '' 

so werden die Gleichungen fttr F, 

(l-aj)aT + (l-a?)y* + I>-(a4-/J-^l)a?]p-/Jyg -«/JF, =0, 
(l-y)y< +(l-y>« + [y-(« + /?' + l)y]9-/?'a5p-a/J'F, = 0. 

Aehnliche findet man fttr F,, F, und F^. Addirt man die fttr F, 
bestehenden, indem man dieselben Buchstaben p, q, etc. fllr die 
partiellen Differentialquotienten von F, setzt, so findet man, wenn 
man ß-\-ß^—d macht, 

(1— aj)a:r + (l—y)y<-2a?y* + [y — (« + <! + l)a;]p 

+ [/-(« + (J+l)2/]g-«(J/^, =0. 
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Es mag s ein Integral dieser Gleichung sein, z^ ein solches, 
welches derselben nach Vertaaschnng yon a und d mit a—l und 
d-\-X genttgt. Sind dann 2 und z^ Polynome und sind y, /, 
l+a-f-d — y— / positiv, X und d—a-\-X nicht Null, so ?rird 



//' 



wenn das Integral ttber den Flächeninhalt eines Dreiecks ausge- 
dehnt wird, welches durch Gerade mit den Gleichungen 

a? = 0, y = 0, a? + y-l=0 
gebildet ist 

Macht man 

SO ist diese Function eine ganze Function 

und wenn man setzt 

[m, », |u, v] —Jj^'^y^^^ ^m,» Uf,,ydxdy, 

wo die Integration wie oben zu yerstehen ist, so findet man 
[m, n, fx, y] = 0, wenn m-\-n und |u -f ^ verschieden sind, aber 

^ r'(fii + n+l)r(y+/ti + m)r(/+y+n) 

r(2iii + 2» + y + y'+l) ' 

wenn m+»» = A^ + y- 

Setzt man endlich 

a>0, a'>0, y-a-a'>0, 
so kann man F, durch folgendes Doppelintegral ausdrücken 



y/' 



die Integration ist über den Raum auszufElhren , wo ti>0, v>0, 
1— 11— c>0. Aehnliche Formeln stellt Herr Appell auch für F, 
auf, giebt femer Formeln zur Transformation von F, in F,, von F, 
in F„ und andere merkwürdige Beziehungen zwischen solchen all- 
gemeineren hypergeometrischen Reihen. Eine grössere Abhandlung 
über diesen Gegenstand wird er, wie er mir mittheilt, im Journal 
f. reine und angewandte Mathematik veröflfentlichen. 
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Zu S. 101. 

Naeh dem ersten Absätze schalte man ein: 
Ist aber a, nicht Null, so setze man y = &r"^ und nehme für 
n eine Wurzel der Gleichung 

ay+a,n + a^ =0. 

Dann genügt z einer Differentialgleichung yon derselben Form wie 
y, in welcher aber der a, entsprechende Faktor Null ist Es wird 
also y, wenn es nicht selbst gleich einer hypergeometrischen Reihe 
ist, sich durch ein oder zwei Aggregate ausdrücken lassen, deren 
jedes durch das Produkt einer solchen Reihe und einer Potenz von 
X gebildet wird. 



Zu S. 155 und 201. 

Die Formel (f) ist nicht zuerst von Jacobi, sondern schon 
von Rodrigues angegeben. M. vergl. S. 20. 



Zu S. 183. 



1) An dieser Stelle habe ich den Satz aufgestellt und bewiesen, 
dass F^^(eof^y) mit wachsendem n nicht nur dann zu Null convergirt, 
wenn y eine feste reelle Zahl ist, sondern auch dann, wenn y von 
der Form ist O.n-'', wo 6 eine feste Grösse, a eine positive Zahl 
unter ^ ist, wfthrend P zu J(6) convergirt, wenn a = 1 gesetzt wird. 
Herr Bruns hat neuerdings diesen Satz noch verallgemeinert*), 



*) Borchardt, Journal f. Math. Bd. 90, S. 322 328. Herr Dini hatte 
den Theil des Beweises für den Satz über die Entwickelang einer Fanction von 
zwei Veränderlichen, welcher durch Dirichlet nicht ganz erledigt war, auf die 
Untersuchung der Grenze eines anderen Integrales als Dirichlet, nämlich von 



/ 



Vji^:^* 





nir n «s oo zurückgeführt Trotz des zu Grunde liegenden glücklichen Gedankens 
gelang es ihm jedoch nicht, die Untersuchung zum volligen Abschluss zu bringen, indem 
er seine eigene fernere Beweisführung auf einem Satz über den Werth der Kugel- 

fanction P"(co8y) für n == C30 aufbaute, den er entlehnt hatte, der aber zu Bedenken 
Anlass gab. M. vergl. hierüber l. 171 und 178 — 179. Nachdem ich den Satz von 
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indem er nachwies, dass P(*)(co8y) ftlr « = oo Null wird, sobald y 
so beschaffen ist, dass y<in und ny unendlich wird. Für diesen 
Satz gebe ich unter 2) einen Beweis, der sich den Entwiekelungen 
des Handbuchs anschliesst. 

Stellt man den Satz mit ganz bekannten Eigenschaften der P 
zusammen, so kennt man daher den Grenzwerth fbr n = oo yon 
P^")(cosy) für jedes reelle y. Derselbe ist nämlich, wenn y zwischen 
und \n liegt, gleich 

0, J(Ö), 1, 

je nachdem ny resp. unendlich wird, oder gleich einem endliehen 

festen von verschiedenen Werthe ö, oder gleich 0. 

2) Es soll 7" ftir n = oc verschwinden und ny unendlich werden; 

man kann also setzen 

• Oh 

wo h mit n unendlich wird, aber so, dass der Bruch — , den wir 
abgekürzt durch 2« bezeichnen, als Grenze giebt. Man hat (7, b) 

7rP(-)(cosy) = / -j=^^M^^^, 

und hieraus, wenn man statt q> eine Veränderliche \p durch die 
Gleichung nqp = h\p einführt, 

Q ysm^fiö — sm^ci/; 

Man multiplicirt unter dem Integrale im Zähler und Nenner mit 
yd^—tp\ Der Ausdruck unter dem Integrale auf der Rechten ist 
gleich dem Produkte aus 




Ö'-V;' 
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S. 183 aufgefunden hatte, konnte ich den Beweis des Herrn Dini yon einer ge- 
wissen Stelle an aufnehmen und zum Schluss bringen, wobei der Mittelwerthsatz des 
Herrn du Bois-Reymond eine wesentliche RoUe spielte. M. vergl. I. 435 — 437. 
Diese Bemerkungen stelle ich hier zusammen, um die Einleitung der Arbeit des 
Herrn Bruns zu ergänzen, aus deren Wortlaut der Sachrerhalt sich wohl nicht 
leicht entnehmen lässt. Der gegenwärtige Beweis des viel umworbenen Satzes tod 
Laplace, unter den Beschränkungen, welche ich der zu entwickelnden Function 
auferlegte, hat, so viel ich weiss, nicht zu Bedenken Anlass gegeben. 



/ 
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— und dieser Faktor wird mit wachsendem n unendlich nahe 
gleich 1 — und aus der Function 

Daher wird ^7i/^">(cosy) unendlich nahe gleich 

-^ C08(# + ^0 ^ 

durch die Substitution yj = d—f] geht dies Integral m 

f cos [(A + eXO- V)] , ^"^ r- 

J UTA /^JygÖ-,.]/, 

über, und wird nach dem 4. Satz auf S. 62, da hy folglich &+« 
mit wachsendem n in's Unendliche wächst, zu Null, und zwar zu 
derselben Ordnung wie A~i. 

3) Die am Schluss von 1) angegebenen weiteren Eigenschaften 
von P kann man gleichfalls aus (a) in 2) ableiten. Es wird erstens 
ny auch noch unendlich, und zwar ohne dass y^ wie es in 2) ge- 
schah. Null wird, wenn A = n ist, zweitens ny endlich und nicht 
Null, wenn A = 1, drittens ny endlich und Null, wenn A = fllr 
n = oo genommen wiri Im ersten Falle folgt aus (a) 

nP (cosy) = / V I jy T- -r 

^ ^ •/ l^sinHö-sinHV 

also wird P Null von derselben Ordnung wie n-*; im zweiten 
Falle geht P"(cosy), nach (a), für it = oo in 

über, und dieser Ausdruck stimmt mit J(0) ttberein (S. 184). Im 
dritten Falle endlich, wenn A fllr ein unendliches n sich in Null 
verwandelt, hat man aus (a) fftr w = oo 

Hierdurch iet zugleich der Beweis des Httlfssatzes fttr den § 117 
vereinfacht. 
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Zu S. 221. 



Herr Herrn ite hat im Eingange seiner Abhandlangen, welche 
in den Gomptes rendus unter dem Titel Snr quelques applications 
des Fonctions elliptiques ersohienen sind, bemerkt, dass wenn F(x) 
eine Lösung der Lamö'schen Differentialgleichung 

ist, in welcher n eine ganze positive Zahl vorstellt, das allgemeine 
Integral sei 

y = CF(x) + CF{-x). 

Die Function F(x) ist, wenn n eine positive ganze Zahl bezeichnet, 
eine solche welche (I. 398) die Gleichungen 

F(x 4- 2K) = iaF(x\ F(x + 2iK') = fi'F(x) 

erfüllt, wenn fi und fi' Constante bezeichnen. Während man im 
allgemeinen zwei Lösungen von ähnlicher Form F(x) und F(—x) 
besitzt, die nicht periodisch sind, nehmen die Lösungen in dem 
Grenzfalle, der gerade der Gegenstand unserer Untersuchungen über 
die Lam^'schen Functionen war, eine verschiedene Gestalt an; man 
weiss, daas die eine Lösung eine ganze Function von snx, onx 
und dno; wird, während die zweite noch elliptische Integrale der 
beiden ersten Gattungen enthält. Die Untersuchungen, welche die 
allgemeine Lamö'sche Gleichung betreffen, hat Herr Hermite in 
einer besonderen Arbeit*") auf den speciellen Fall übertragen, in 
welchem Lam6's Differentialgleichung in die der Eugelfunctionen 
übergeht. Diejenigen Resultate, welche mit den Entwickelungen 
auf S. 221 in Verbindung stehen, sollen hier mitgetheilt werden. 

Aus S. 221 folgt, dass die Differentialgleichung für die Engel- 
functionen 

(36).,. ^[(i--0^] + h+i)--i^]y = o 

ein Integral besitzt 

^''^'^J- l.-d...(2n-l).nv\x+lJ 'V », «-t-i, v + i, 2 ; 

*) Sur rint^gration de T^quation diff^rentielle de Lam6, Borchardt's 
Journal Bd. 89, S. 9—18. 
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Die rechte Seite dieser Gleichung ist nicht nur dann eine Lösung, 
wenn, ausser n, auch v eine positive ganze Zahl wird, vielmehr 
auch dann noch, wenn man fbr v eine beliebige Zahl ausser —1 
nimmt, also fttr v die nicht negative Wurzel aus vK 

Wenn man x in der Gleichung (36) mit —x vertauscht, so 
bleibt die Gleichung ungeändert und es ist daher 

* - i.3...(2«-i)nAT=r>' '^v-'*' ^+^' ''+^' -2r) 

gleichfalls eine Lösung von (36). Vorausgesetzt, dass P und Ä ver- 
schiedene Lösungen sind, ist also das allgemeine Integral von (36) 

y = Cit^(rp)+C'B. 

Dies ist eine algebraische Function von x von sehr einfitcher Ge- 
stalt, da die hypergeometrischen Beihen, die in P und R vorkommen, 
ganze Functionen von x sind. 

So lange +y nicht eine von den Zahlen 0, 1, 2, . . . n, übrigens 
aber eine beliebige Zahl bedeutet, sind die Integrale P und R in 
der That verschieden, ist aber v eine von diesen Zahlen, so sind 
die Lösungen gleich. Durch eine Gombination von P und A, welche 
man häujBg in dem Falle des Gleichwerdens zweier Lösungen an- 
wendet, findet man dennoch in diesem Falle eine zweite Lösung, 
welche dann unsere Lösung Ql(x) giebt. 

Dass P und R für ein ganzes positives n dieselben Lösungen 
geben, wenn v eine von den Zahlen 0, 1, 2, etc., n bedeutet, wurde 
bereits im V. Kapitel S. 238 gezeigt Wir beweisen, dass die Lö- 
sungen verschieden bleiben, wenn v eine andere Zahl vorstellt. 

W&ren sie nämlich gleich, so wäre das Produkt von («+!)" 
in eine für a; = 1 nicht verschwindende Function, nämlich in 

F(_„. „+i, .+1, 1) = „(^^;;g[;i^>_,) , 

gleich dem Produkt von («—1)" mit einer endlichen Function, was 
unmöglich ist, da das letzte Produkt f&r or = 1 Null wird. 

Drückt man f(— n, n+l, v-fl, ^^) nach L 158, (24) durch 

einen y^ DifFerentialquotienten aus, so erhält man das vollständige 
Integral im allgemeinen, d. i., wenn nicht i' = 0, 1, 2, ..., n ist, als 
algebraische Function in der Form 
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da^ 



[(1 -«)"+»• (l + x)"-"] 



<^1 

Um Yon dem allgemeinen Falle auf den speciellen eines posi- 
tiven ganzen v, welches <; n + 1 ist, zu kommen, geht man davon 
ans, dass ausser dem ersten Integi-al PTC^) auch die Verbindang der 
beiden Lösungen 

eine Lösung ist; während die erstere aber ftir ein ganzzahliges v 
die Eugelfunction erster Art in ihrer gewöhnlichen Gestalt ist, wird 
der vorstehende Ausdruck 0, so dass seine Variation nach y für 
y = 0, 1, 2, . . ., n, die zweite, Ot*^ entsprechende Lösung giebt. Man 
bilde die Variation von 

(£i)'x- ". -'. -'. ^^)h-i)-(:4-;)"''(-. -i,">. ^)- 

Variirt man zunächst die Factoren 

/ x-\ y t" 

80 tritt Tor dieselben der Factor 

Berücksichtigt man, dass der erste und zweite Summand fbr die in 
Bede stehenden Werthe von v gleich und entgegengesetzt werden, 
so giebt also die Variation von (6), im vorliegenden besonderen 
Falle, die zweite Lösung in der Form 

wo die ganze Function von x, die hier mit der Bezeichnung (D ein- 
geführt vrird, ein Differentialquotient nach v ist, nämlich 

Man vergleiche diese Form für die zweite Lösung mit den früher 
gefundenen Formen von Ql^ für den Fall v=^Q mit (20, c) auf 
S. 141, f&r grössere Werthe von v mit den Gleichungen § 54 auf 
S. 230. Mit Hülfe der von Gauss eingeführten Functionen 'F lässt 



^••■^^^■■i^^"»"^"""'^^'^»*^^^^"^»*«P»^"iiPB"i"W««"ii"i*»«"*PPil*"i»WB«» 
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sich übrigens (D als endliche Reihe leicht angeben. Es ist nämlich 
0(v, x), wenn man von dem numerischen Faktor absieht, der dem 
Differentialquotienten vorausgeht, gleich 

n')-f(-«, .+1,^+1, i=^)- 

['•*W-|S^'(-'X.-)^ßf^,n-2X.-«)--etc.]. 

Schliesslich bemerke ich, dass die Reihen für die beiden Lö- 
sungen der Differentialgleichung (36) durch Umkehrung, d. i. statt 
nach aufsteigenden nach absteigenden Potenzen ron 1—x geordnet, 
geben 

die beiden Lösungen sind selbstrerständlich, da sie mit den früheren 
übereinstimmen, nur dann yerschieden, wenn v nicht eine von den 
Zahlen 0, 1, 2, ..., n bedeutet* 

Der Fall, dass n nicht mehr gleich einer ganzen Zahl gesetzt 
wird, giebt zu ähnlichen Untersuchungen Anlass. Er wurde bereits 
bei der Theorie der Eegelfunetionen im § 64 des zweiten Bandes, 
soweit es dort erforderlich war, behandelt 



Zu 8. 248. 

Den dort entwickelten Formeln ftlge ich noch die folgenden 
hinzu: 

Wenn q eine positive Zahl bezeichnet, so ist für ein unend- 
liches 9 

\2qn 



Zu S. 258—259. 

Die Gleichung (48) kommt schon in den LeQons sur les fonc- 
tions inverses etc. von Lama (Paris 1857) vor, im § 170, Gleich. (28). 



368 Zum 4. Kapitel des I. Theiles. 



dP. 



Man füge ferner zu der Recursionsformel für 2]/aj*— -1 — ~- auf 

S. 259 (es ist dort der Faktor 2 ausgelassen) noch die entsprechende 
hinzu: 



^y^^^^-^ = -(ii+f'+l)(?.4.i-(«-^' + l)0.-i. 



Zum 4. Kapitel des I. Theiles« 

Die Kugelfunctionen P und Q und ihre Differentialquotienten 
sind hypergeometrische Reihen und genügen als solche der be- 
kannten linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung. In dem 
Zusätze zu S. 97—125 war bereits gezeigt, dass Clausen's Unter- 
suchungen über die Fälle, in welchen das Produkt zweier Gauss'- 
schei} hypergeometrischen Reihen eine Reihe der nftchst höheren 
(zweiten) Ordnung giebt, uns flir die Quadrate der Kugelfunctionen 
Pt und Qy, und ebenso fbr das Produkt dieser Functionen K-Oly 
eine hypergeometrische Reihe zweiter Ordnung verschaffen. Herr 
F. Neumann (Königsberg) hat in seinen Beiträgen zur Theorie der 
Kugelfunctionen *) gezeigt, dass das Produkt zweier Kugelfunctionen 
mit verschiedenen Indices und gleichem Argument x, 

P(m)p(«), Q(ni)Q(n)^ P(»«)Q(»), 

einer linearen Differentialgleichung vierter Ordnung genügt, welche 
auf die dritte Ordnung hinabsinkt, wenn die Indices m und n ein- 
ander gleich werden. Dasselbe zeigt Herr F. Neumann von den 
Zugeordneten P|") und Q^. Femer entwickelt er die erwähnten Pro- 
dukte in Reihen von Kugelfunctionen. Endlich erweitert er die 
Resultate indem er Produkte aus einer grösseren Anzahl von Kugel- 
functionen bildet Um das Handbuch zu vervollständigen, theile ich 
den Gang der Untersuchung und einige Resultate mit, die sich in 
der 2. Abtheilung S. 81 — 156 bei Herrn Neumann finden. 

§ 1. Zunächst stellen wir die erwähnten linearen Differential- 
gleichungen 4 resp. 3. Ordnung auf. 

Man setze 



*} Bnte und zvcite Abtheilung. Leipzig 1878. 8. 1—166, 4". 
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Dann sind die Gleichungen für P"* und P" 



dx 



+ MP"(x) = 0, 



Da aber durch Differentiirung von Y nach x sich ergiebt 



(«)••• 4-fr^) + (*+^)^-2^^ = Ö- 



dx dx dx ^ 

so erhält man durch eine fernere Differentiation 

-ff— 

dx^' dx 
Andererseits hat man, wenn man 

nach X differentiirt, 

d(rz) ^ j^ dp- p„ dr 

dx dx dx 

und durch nochmalige Differentiation 

{h) ... ^J^ = 2*f jv y- (Ä + JV)/'z. 

Aus (a) und (6) eliminirt man Z und findet 

Setzt man statt f, F, etc. ihre Werthe ein, so erhält man ftlr das 
Produkt 

die Differentialgleichung vierter Ordnung 

Derselben Differentialgleichung würden offenbar die Produkte 

P"'(?" oder (?'"(?;:. genügen. 

Diese Differentialgleichung vierter Ordnung verwandelt sich, 
wenn m = n gesetzt wird, indem mau nach x integrirt, in die fol- 

Heiue, Anwendungen der Ktigelfuuctioncn. 2. Aufl. V^ 
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gende dritter Ordnung: 

[(l~-0i((l~-')^)]+4m(m+l)[(l-.0-^ 



dx 



Die rechte Seite ist nämlich und nicht eine andere Gonstante; 

man zeigt dies sofort fftr den Fall F = i^P*, indem man, zur Be- 
stimmung der Constanten, a; = 1 setzt und bemerkt, dass dann 
P*" = l, und dass, wegen der Differentialgleichung welcher die 

Eugelfunction P genügt, der Differentialquotient von P^ nach x 
gleich \m(m-\'\) wird. Würde man die Rechnung, welche uns die 
Differentialgleichung vierter Ordnung verschaffte, mit der Verein- 
fachung ausführen, welche dadurch entsteht, dass man m = n setzt, 
so würde man daher diese specielle Gleichung, und zwar gleich- 
gültig welches von den drei Produkten ©"'P*, F^Q"\ Q"'Q'^ gleich 
Y gesetzt war, erhalten. Daher genügt jedes der drei Produkte 
der obigen Differentialgleichung dritter Ordnung. 

Eine Differentialgleichung für Z ergiebt sich unmittelbar aus 
den obigen Formeln. 

§ 2. Herr F. Neumann hat die Differentialgleichung 4. Ord- 
nung, und zugleich auch die der dritten durch Reihen integrirt, 
welche nach Eugelfunctionen fortschreiten. 

Zuerst handeln wir von dem Produkte der Eugelfunctionen 

erster Art T^(x)F^(x)\ aus den bekanntesten Eigenschaften der 
Eugelfunctionen geht hervor, dass sich dies in der That durch 
eine Reihe 

darstellen lasse, wo p, wenn n>^m ist, alle Werthe n—m, n— iit-f2, 
n — m-}-4, etc., n-\-m durchläuft, also alle Werthe von n — iii bis 
n-\-m, welche diesen Zahlen gleichartig sind. Die Goefßcienten a 
der Entwickelung findet man durch ein ähnliches Verfahren wie 
bei der Integration durch Potenzreihen. Hier reducirt man durch 
(8) und (16), d. i. durch die Gleichungen 

d r.. ^ dF 



[(l-^*)^] = -<-+^)P'^ 



dx 
(2v4-l>P''=(y + l)P''-^'-.yP"-*, P'^xP^. 

Das Resultat des Herrn F. Neumann gebe ich in folgender Form: 
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Setzt man 

1.3.5...(2fl— 1) ,,. 
2.4.6...(2g) = '^^«)' 
m + n +p = 2(7, 

wo (T eine ganze Zahl wird, so findet man Op durch die Gleichung 
Hieraus folgt unter andern auch die Gleichung 

(e) . . . fn^)n^)i'i.)ä^ = -^ jfc^^!fc?M?z£) , 

wenn m, n, p ganze Zahlen sind, deren Summe m-f n+P ^ine gerade 
Zahl ist, und von denen jede kleiner ist als die Summe der beiden 
anderen. 

Aus der Gleich, (e) würde sich umgekehrt auch unmittelbar (d) 
und damit die Entwickelung des Herrn Neumann f&r das Produkt 
P^P^, ergeben. Die Gleichung (c) findet sich bereits*) in Ferrer's 
Spherical Harmonics, London 1877, S. 156 ohne Beweis. Durch 
Recursion hat Herr Adams den Beweis derselben in den Procee- 
dings of the Royal Society Vol. XXVII (10. Januar bis 20. Juni) 
1878 gefllhrt (S. 63-71). 

§ 3. Nach den Gleichungen (20, b und c) auf S. 141 des 
I. Bandes ist 

WO Z" eine ganze Function n—l*^ Grades von x bezeichnet. Mul- 
tiplicirt man beide Seiten von (c) mit dem halben Logarithmus, so 
zerfällt die linke Seite, auf der wieder n>m angenommen wird, 
in P"'0* + jF^Z". Auch das allgemeine Glied der rechten Seite zer- 
legt sich in die Summe zweier, Op 0'' -f- ^ Z'', so dass man erhält 

p p 

Die rechte Seite ist eine ganze Function yon x, wird also un- 
endlich fbr a; = CO, wenn sie nicht eine Gonstante wird. Da n>m, 
so wird aber die linke Seite fiir o; = oc, also ist die rechte Seite 
eine Gonstante und zwar 0. Wir haben daher die Entwickelung 



*) Herrn Cayley yerdanke ich diese Citate. 

24* 
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eines zweiten Produktes 

wenn die Summe sich wie oben von p=n—m bis n-\'fn über 
alle gleichartigen Werthe erstreckt und die a die früheren, durch 
(d) gegebenen Gonstanten sind. 

§ 4. Die Integration der Differentialgleichung vierter Ordnung 

zeigt, dass das Produkt der Functionen zweiter Art 0"*Q^ abgesehen 
von einem constanten Faktor, mit der Entwickelung des Produktes 
P^'P^ übereinstimmt, wenn man m und n mit — m— 1 und — « — 1 
vertauscht und 0"*"^* für p"*""- setzt. Die Entwickelung ist dann 
drittens, es mag n^m oder n<:m sein 

wenn von p = m4«+l bis in*s Unendliche über alle gleichartigen 
p summirt wird. Die von Herrn Neumann gefundenen Werthe 
von h bringe ich in die Form 

(K\ h = ^P + ^ g + 1 V/(p-a)iKg-H) 

W ••• "P 2(7 + 1 ' (a-mXa-n) ' xp{a-m)xp{a-n)' 

wo gesetzt ist 

m + n + p+1 = 2(7. 

§ 5. Es bleibt noch das Produkt P"(^)0'"(^) ^^ behandeln, 
wenn n > m ist. In diesem vierten Falle multipliciren wir F^ P" 
wiederum mit der Hälfte von log(«-f 1) — log(a;--l), und erhalten 

sowohl P"((?"'+Z'") als auch P"*(0"+O. Dies© Ausdrücke sind 
daher gleich und wir erhalten demnach 

n»» /^TO p»n ry^ n»» ^* n« yvi 

Da Z eine ganze Function von x ist, nämlich die bei P* oder F* 
abbrechende Reihe 

1.« ^ 3.(w-l) ^ ' 

so ist auch die linke Seite der vorhergehenden Gleichung eine 
Function, die sich in eine endliche Reihe von Eugelfunctionen 
erster Art entwickeln lässt Man erhält daher, wenn n>m ist, 
für ein ungerades n — m, indem man setzt n — iw — 1 = 2tf, 

P\x)Q'^(iT) = P''Xx)Q\T) + ic,P'\x), 
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und wenn n — m gerade i^t und man n — m = 2« setzt, 



Herr Neumann hat auch die Goefficienten c und e angegeben; 
man hat 

4y + l ^(d—v) ?^(d + m + »+l) 

(m + n-2Ö(J + y+l) * tp(fn-\-d^^ xfj(d + v + l) ' 

4y + 3 tp^e — v—l) i//(g + m-f y +1) 

(2« + 2y + !)(« + »»— y) " xff(€ + m — v) * ^pi^ + v) 



Cv = 



ey = 



Zu S. 311-313, § 73. 

1) In dem § 73 findet man das Additionstheorem von Laplace, 
die Entwickelung der Function P"(cosy), wo gesetzt ist, 

cos y = cos ö cos ö, + sin sin ö, eoQ(xp^ — i/;), 

nach Cosinus der ganzen Vielfachen von (xp^ — xjj) und nach ganzen 
Potenzen von Sinus und Cosinus der Bogen d und 6^. Eine solche 
Entynckelung findet man also auch für. die Function 

^ 

y a' — 2aa' cosy + a' 

während es f&r die Störungsrechnungen von besonderer Wichtigkeit 
ist, T, gerade umgekehrt, nach Cosinus und Sinus der ganzen Viel- 
fachen von und d,, und zugleich nach Potenzen der Sinus und 
Cosinus von V/j— V '^ schnell convergirende Reihen zu entwickeln, 
oder vrie es im Folgenden geschieht, nach Potenzen von sin'^t^,— ^) 
und cos'^(i//i--i//). Solche Reihen für T hat Hansen im IV. Bande 
der Abhandlungen der Sachs. Ges. der Wissenschaften *) abgeleitet 
und durch zahlreiche hinzugefügte Tafeln für die Berechnung 
brauchbar gemacht. In der neuesten Zeit hat Herr Tisserand 
dieselbe Aufgabe in den Comptes rendus de TAc. des Sciences**) 
vom Jahre 1879 behandelt und zu einer Lösung von grösster Ele- 



*) Entwickelung der negativen und ungeraden Potenzen der Quadratwurzel 
der Function r^4" '"'* — ^rr' (cos J7cos ir-\- sin Usin U' cos J). 

**) Gelesen sind die Arbeiten in den Sitzungen vom 20. und 27. Januar, 
3. Februar, 16. Juni, 29. September und 6. Octobcr. In einer neuen Redaction 
werden sie in den Annales de l'Observatoire de Paris erscheinen. 
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ganz geführt. Die analytischen Ausdrücke, zu denen er gelangt, 

sind von einer ganz unerwarteten Einfachheit. 

Herr Tisserand schliesst sich der Bezeichnung von Le Yerrier 

an, in welcher der von uns mit cos;" bezeichnete Ausdruck, sein 

V, ist 

cosy = cos(r— 1)— 2j?'sin(/'— T')sin(i— t'), 

wo 17 = sin^ J die Neigung zweier Planetenbahnen ausdrückt. Um 

dies mit unserer Bezeichnung in Einklang zu bringen, hat man 

zu setzen 

A— ^' = Ö, r— t' = öj, 1; = siniC^i — tp). 

Macht man 

cos'iCV', - V) = A** ßin'iCV/, '-tp) = v, 2Ö = y - a:, 2fl, = y + x, 

so dass ti-\'V==l ist, so geht cos;' über in 

cos;' = /Mcosaj + J^cosy, 

und die Aufgabe besteht darin, T nach Cosinus der ganzen Viel- 
fachen von X und y, nach ganzen Potenzen von /u und v zu ent- 
wickeln. 

2) Zu ihrer Lösung entwickelt Herr Tisserand T nach Cosinus 
der ganzen Vielfachen von y in die Beihe 

4(o)4-240)cosy + 2ilWcos2y+ etc., 
wo die A Constante nach y sind und auf ganz bekannte Art von 
a und a' abhängen. Das Verfahren des Herrn Tisserand bleibt 
noch fast ohne Abänderung anwendbar, wenn man statt T eine 
beliebige Potenz von T nach Cosinus der Vielfachen von x und y 
und Potenzen von fi und v entwickeln soll. Man findet nämlich 
bei Gauss in Nr. 6 der Disquis. gen. circa ser. inf. die Entwicke- 
lung von 

(a'-2aa'co8y-|-a")"" 
in eine nach Cosinus der Vielfachen von cos y fortschreitende Reihe, 
und verschiedene einfache Formen für den Ausdruck Äi\ der als 
Faktor von 2eoBsy resp. von cosoy auftritt. M. findet diese Ent- 
wickelung I, § 69. 

Die Aufgabe der Nr. 1 ist nunmehr darauf zurückgeführt, es 
solle cosfiy für jede ganze Zahl n in eine Reihe, die nach Cosinus 
der Vielfachen von x und y, nach Potenzen von /u und v fort- 
schreitet, entwickelt werden. 

Man erkennt aus den ersten Abhandlungen des Herrn Tisse- 
rand, mit welchen Schwierigkeiten man zu kämpfen hat, wenn 
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man diese Aufgabe direet angreift. Die Laplace'Bche Entwickelung 
von P"(eoBy), der Eagelfanction zweiter Ordnung, fordert zu der 
Entwickelung nicht von cosn/, sondern der Eugelfunction dritter 
Ordnung (I. 452), nämlich von 

1 Bin(n+l)y 
}[n Billy 

auf. Existirt doch für solche bereits ein Additionstheorem, welches 
dem von Laplace für die zweite Ordnung gefundenen entspricht, 
nämlich (I. 457, (80, a)) 

sin(i»+l)y ^ ^ (2y+l)JT(n-y) 
siny S) n(n + i^ + l) ^ 

^./sin(n + l)gx ^/sin(n+l)g-N 

\n uZy (Bin^Bin^yi>-(cos(V..-V^)). 

(acosö) (acosö') 

Da man hat 

jm(«+l> _ Bin(n-1> ^ ^coBny, 
smy siny ' 

so erhält man die gesuchte Entwickelung von cosny sofort durch 
Subtraction zweier Glieder, wenn man eine solche für ein jedes 
von den beiden Gliedern der linken Seite besitzt. 
Wir suchen daher eine Entwickelung 

auf, wo die R ganze Potenzen von fn und v enthalten und die erste 
Summatiou sich von • = 1 , die zweite von j = 1 bis n erstreckt, 
die letzte Summe eine Doppelsumme ist von i = 1 , j = l bis 
t +j = «. Es sind aber nur solche Werthe für t und j in jedem 
Gliede zu nehmen, welche bewirken, dass i+j mit n zugleich 

« 

gerade oder zugleich ungerade wird. 

Es ist das Verdienst des Herrn Tisserand, die schönen 
analytischen Ausdrücke für die R entdeckt zu haben. Er findet 
nämlich 

^ '^ (2.4.6...?;)* 
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Für grosse Werthe von n findet Herr Tisserand mit Hülfe 
einer Arbeit von Herrn Darboux im Journal de Math., 3. särie, t. IV 
(Sur Tapproximation des fonotions de trös grands nombres) 

Rij = ^^ rv[l+(-iy«n('' + l)(^i-V')]- 



Zu S. 381, § 99. 
Im § 99 zeigte sieh, dass die Wurzeln der Gleichung 

reell, ungleich, kleiner als c und weder noch h sind. In einer 
Abhandlung, welche im XVHI. Bande der Annalen erscheinen wird, 
zeigt Herr F. Klein, mit Hülfe einer auch abgesehen von dem 
vorliegenden Zwecke interessanten geometrischen Betrachtung, wie 
jene Wurzeln X sich auf die beiden Intervalle von bis h und von 
b bis c vertheilen. 

Die Functionen E zerfallen für jeden Index n in vier Klassen, 
die zusammen 2n-\-l Individuen enthalten (S. 376). Jede Function 
E ist, abgesehen von einem etwa vorkommenden Faktor X, |^A'— 6- 
oder l^A*— c'*, eine ganze Function von i' und zwar vom Grade r, 
wenn die Klasse t-}-1 Individuen besitzt. ' Bezeichnet man durch 
8 eine beliebige unter den r-pl Zahlen von bis v, so zeigt 
Herr Klein, dass immer eine und nur eine Function £ der Klasse 
existirt, welche s mal von i = bis A = 6 und % — s mal von i = fe 
bis A = c verschwindet, so dass also das Individuum durch die 
Vertheilung der NuUwerthe auf die Intervalle bis h und h bis c 
vollständig bestimmt wird. 

Herr Klein findet das entsprechende Resultat auch für die 
im dritten Theile von § 121 an auftretenden allgemeineren Lamä'- 
schen Functionen p'®' Ordnung; im § 99 warp = 2 zu setzen. Jede 
Klasse besitzt, wie bekannt, von denjenigen E, bei denen die ent- 
sprechende ganze Function nach X^ den Grad % hat, genau 

(T + lXT + 2)...(r + p->l) 
1.2...(p-l) 

Individuen. Dieselbe Zahl zeigt aber an, auf wie viel verschiedene 
Arten % Punkte über p Intervalle vertheilt werden können. HeiT 
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Klein zeigt, dass jede von den möglichen Vertheilungen der Wnrzeln 
über die Intervalle, die im Handbuch |^ bis ]/(^, >^ bis }la^^ 
schliesBlich ia^x bis Vc^ heissen, auch wirklich vorkommt. 



Zu S. 437. 

Auf dieser Seite wurde der Mittelwerthsatz von Herrn du Bois- 
Beymond angewandt, während ich ihn in einer Note unter dem 
Texte angab. Statt der Forderung, dass die eine Function „weder 
vom Zunehmen zum Abnehmen, noch vom Abnehmen zum Zu- 
nehmen übergeht", ist durch ein Versehen gefordert worden, dass 
sie „weder ihr Zeichen ändert, noch vom Abnehmen zum Zu- 
nehmen übergeht". Wegen der Bedeutung des Satzes berichtige 
ich das Versehen an dieser Stelle. 



Zu S. 463, § 129. 

Die Untersuchungen über die Lamä'schen Functionen mit einer 
beliebigen Anzahl von Veränderlichen habe ich, ausser den hier 
erwähnten Abhandlungen, vorzugsweise meinen eigenen älteren, vor 
etwa 20 Jahren erschienenen Arbeiten entnommen. Ich bedauere, 
dass mir bei ihrer Abfassung Green's memoir „On the Attraction of 
EUipsoids", erschienen in den Cambridge Philosophical Transactions, 
1835*), noch nicht bekannt war. Dort sind diese Functionen be- 
handelt, ohne dass statt der rechtwinkligen andere Goordinaten ein- 
geführt werden. 

Erst nach der Vollendung des ersten Bandes habe ich die Arbeit 
des Herrn Gayley in den Philosophical Transactions of the Boyal 
Society, vol. 165, 1875 kennen lernen „A Memoir on Prepotentials", 
in welcher er die Untersuchungen von Green fortführt und er- 
weitert 

In derselben finden sich selbstverständlich manche Berührungs- 
punkte mit den Entwickelungen an dieser Stelle des Handbuchs. 
In diesem Nachtrage muss ich mich damit begnügen, auf die inter- 
essante Arbeit verwiesen zu haben. 



*) Man findet dasselbe in den Mathematical Papers of the late George 
Green, London, 1871. 



Druckfehler im I. Bande, 
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Seite 19 Zeile 3 v. u. statt 1 1. m. x. 

20 ,, 5 V. 0. „ 2n — 1 im Nenner I. m. 2n. 

26 „10 V. u. im letzten Integrale statt dtp 1. m. d^. 

„ „ 4 V. u. statt <: 1 1. m. ■< a. 

37 M 11 ▼• 0. „ fi 1. m. — 11 — 1 im Exponenten von er. 

40 „10 V. 0. „ von p und q 1. m. von b und q. 

41 „ 5 v. u. „ imaginären 1. m. reellen. 

42 „ 2 v. 0. „ cosecos^t und statt C 1. m. cosqpcos^i und — C 

48 „14 V. 0. im zweiten Gliede statt 2(v-f ^- ™« 2(^4- l)a:. 

49 „ 1 V. 0. statt — (n + 1) und statt —2x1^ l m. — «(n-f-l) 

und — 2rr— r — • 
(ix 

60 „ 17 V. 0. statt <Cn\. m. < k. 

68 „ 9 V. u. „ X und 2"+^ l. m. X" und 2»'«+i. 

73 „ 15 V. 0. „ n-|-y — 2 im Nenner 1. m. n + f — 3. 

76 „ 7 V. 0. in 1.3.5.(2n — 1) fehlen nach 5 mehrere Punkte. 

87 Gleichung (15) streiche man — , vertausche m. Zeile 5 v. o. y mit m, 

Zeile 7 und 4 v. u. o; mit und v mit m. 

98 Zeile 17 v. o. statt logo; 1. m. qlogo;, und Zeile 10 v. u. statt 

99 Zeile 12 und 13 v. o. statt () setze man dreimal []. 
141 Gleichung (21) in der unteren Grenze statt =1 1. m. — 1. 
147 „ (22) statt 2n im Nenner 1. m. n. 
149 Zeile 9 v. o. sutt (1 — aj')d'y 1. m. (i—xyd^y und sUtt m' 

1. m. y^ 

152 Zeile 10 v. u. sUtt djs^*) 1. m. xdz^'^K 

153 „ 8 V. 0. und Gleich. (23) sUtt rfj5(«+0 und ds^""^ 1. m. «(*«<"+') 
und xd^i", 

155 Zeile 2 v. o. statt (1— o?*)* 1. m. (1— aj*)-"^* und Z. 6 v. o. sUtt 
oo 1. m. X. 

156 Zeile 13 v. u. statt x = 1. m. x = i. 
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Seite 157 Zeile 4 v. u. statt (cc + n)(ß + n) 1. m. (a + vXß + v)- 

158 „ 17 V. 0. „ rr^""* l. m. x^~^. 

159 „ 8 V. 0. „ yx^+^ *• ™- 1^«'— 1- 
161 „ 10 V. u. M cotg^d ]. m. cotgd. 
170 ,, 4 V. 0. „ siüiu und Zeile 14 v. u. statt cost^ 1. m. cos tu 

und sini^Q. 
184 Zeile 5 und 6 v. o. statt a 1. m. a'. 

197 Gleichung (s) ist — zu streichen, Gleichung (11) statt v zu setzen n. 

n 

198 Zeile 12 v. o. sUtt Q''(x) 1. m. O^Cy). 

201 Gleichung (32, c) statt 2""^ 1. m. 2*. 
207 Zeile 12 v. o. statt cosaq> 1. m. cos^(p. 

215 fehlt auf der rechten Seite von (35,^) der Faktor (f/«^— l/. 

216 Gleichung (a) statt sind 1. m. sin^d. 

217 Zeile 8 v. o. statt y — n + l !• m. v — n — 1. 
220 „ 9 V. 0. erhält das zweite Glied rechts das Zeichen — • 
224 „ 7 und 12 v. o. statt des Exponenten n-\-v 1. m. n — v. 
226 Gleichung (c) verbinde man die zwei Glieder in der Parenthese mit 

— statt mit +• 

229 in Gleichung (a) statt JT» 1. m. TIv und in (b) statt Q" 1. m. Ql^, 

Zeile 2 v. u. statt x — y 1. m. y — x. 
235 Zeile 14 und 17 v. o. statt sintv 1. m. sintu^ und in (41, 6) füge 

man rechts den Faktor n hinzu. 
237 Zeile 8 v. u. statt Ky(d±0.i) 1. m. Kn(±e + 0.i), 
240 „ 3 V. 0. in Gleichung (44, c) und (44, d) statt j 1. m. nj; 

Zeile 10 und 17 v. o. statt n 1. m. v. 
244 Zeile 16 v. u. statt — 3/^ 1. m. +3/^. 

247 „ 10 v. u. im ersten Integrale für Kq(6) statt cosd 1. m. cosOx. 

248 „ 6 v. 0. statt x 1. m. a; Zeile 8 v. u. unter dem Integrale 
statt des Exponenten v 1. m. v — -)■; im Nenner von Gleichung (45, 6) 

statt }/27rö 1. m. ^2nd. 

/i /»• 

1. m. / 

. 

259 „ 15 v. 0. ist die linke Seite zu verdoppehi. 
261 „ 14 V. 0. 1. m. Zj = l^X^ — fi^, 

276 Gleichung (K) statt x 1. m. y. 

280 letzte Zeile des 5. Kapitels statt i \. m. v. 

281 Zeile 3 v. o. statt t — y — 2t 1. m. 1 — y — 2t. 

299 „ 1 und 5 in 2y-|-l und v — ^ 1. m. ft statt v. 

300 „ 2 ist der Exponent von a'-}-6' nicht — n—v — 1 sondern 

— n — v; Zeile 4 der von a+6 nicht 2w — 2v sondern — 2m — 2v. 

317 Zeile 12 und 13 v. u. fehlt vor yo:^ — 1 der Faktor a. 

318 „ 2 V. 0. setze man (— 1)" vor P^, 
328 „ 13 fehlt vor der Parenthese ^; Zeile 9 v. u. statt p 1. m. ^. 

y 

339 ,. 5 V. u. statt +i 1. m. +2t. 
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Seite 356 Zeile 8 v. u. stall \ —^ — 1-cosiy I. m. V -3 l.cosf. 

384 ,. 18 V. 0.' „ EGu)=0 1. m. [jV-ö>|//l?^=^]->B(.«i) = 0. 

418 in Gleicliuüg (69, &) stall c«« 1. m. c«/. 

420 Zeile 4 statt c^^^ I. m. c^iy und vertausche Zeile 18 v. u. in beiden 

Gleichungen x^ und x^ mit y^ und ^j. 
435 Zeile 10 v. 0. sind die Grenzen des Integrals und n, nicht — 1 u. 1. 
437 „ 19 V. 0. sUll (—1)* I. m. (— 1)'•+^ und Zeile 2 v. u. sUtl 

ihr Zeichen ändert 1. m. vom Zunehmen zum Abnehmen. 

443 letzte Zeile stall / 1. m. / . 

g 

444 Zeile 7 v. 0. stall sm ~^-^ — ^ 1. m. ^^^ ^^ 
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447 „ 4 V. o. „ d und Xp l. m. ^ und Xp_i. 

448 „ 9 V. u. „ n]^x 1. m. «}/a? — o^. 

452 in {ß) statt des Nenners vTI^n-^-v — i) 1. m. n/I(» + F — 1). 

455 Zeile 12 v. 0. statt ^"(s) 1. m. P*'(a); Zeile 8 v. u. statt Pl^\p^i, x) 

1. m. Py^^(Pf x). 

481 Zeile 9 v. u. statt w^ 1. m. w^. 
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